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AVANT-PROPOS 



Ce livre est la reproduction assez lidèle des leçons que j*ai 
professées au Collège de France pendant l'année 1901-190^. 
Ce n*esl nullement un traité d'électricité complet et mcHlio- 
dique; c'est, conformément, je crois, à Tesprit de renseigne- 
ment du Collège de France» un ensemble de leçons, très 
inégalement développées, suivant que le sujet dont elles trai- 
tent est plus ou moins connu par des publications françaises, 
ou qu'il m'a paru comporter quelques remarques historiques 
ou théoriques nouvelles. Quant au mode d'exposition et d'en- 
chainement des idées et des faits, je ne le donne pas comme 
préférable à tout autre^ mais comme assez différent de ceux 
qui sont ordinairement adoptés par les auteurs français, et 
en lui-même assez satisfaisant dans le domaine étudié pour 
provoquer la comparaison, faire réfléchir le lecteur et laider 
à construire pour lui-même l'édifice le mieux approprié à la 
nature de son esprit. 

Je pense faire suivre ce volume^ d'un second qui contien- 
drait les parties essentielles des leçons de 190:2-1903 et de 
190I-1904, aboutissant à la théorie des électrons, qui repose 
maintenant sur une solide base expérimentale. 

J'ai été aidé dans la rédaction de ce livre par MM. Blanc et 
Blein, agrégés de Physique, anciens élèves de TKcole i\or- 
male, qui ont rédigé les leçons et revu les calculs avec un zèle 
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et un soin dont je les remercie ; j'espère donc n'avoir laissa 
échapper aucune erreur grave, et peu d'erreurs de signes oi 
de notations. Presque tout le volume était imprimé au débu 
de Tannée 1903, avant que les expériences de MM. Pender e 
Grémieu eussent mis hors de doute Teflet magnétique de h 
convection électrique ; mais la publication a été retardée d( 
plusieurs mois par le dernier chapitre. J'ai du reprendre ei 
effet la théorie des oscillations de l'ellipsoïde^ et il m'a pan 
nécessaire de faire faire les calculs numériques indispensable 
pour rendre utilisables les fonctions qui définissent la distri 
bution sur les ellipsoïdes, et la loi d'émission par les ellipsoï 
des. Ces calculs ont été faits par M. Kannapell ; des vérificu 
tions et des contrôles assez nombreux ont été mena 
gés ; je crois qu'on peut avoir pleine confiance dans le 
tables qui terminent le volume. Il y aurait grand intérêt à c 
qu'elles fussent plus développées; mais telles quelles, elle 
font sortir les fonctions K et 8 des limbes de l'analyse par 
et permettent de s*en servir dans la plupart des circons 
tances, sans être arrêté par des calculs préliminaires d'un< 
longueur rebutante. 

M. B. 
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CORRECTIONS ET ÉCLAIRCISSEMENTS 



Le désaccord que j'ai signalé (p. 355) entre mes résultats et ceux 
de M. Maix Abraham de Gôttingue n'existe pas. 

La formule que j'ai citée en note, et qui est en désaccord avec mes 
résultats, n'est pas la formule générale de M. Abraham, mais seu- 
lement la formule limite pour { très grand. La formule générale de 
M. Abraham est, comme il résulte des indications suivantes qu'il 
m'a adressées, identique à celle que j'ai obtenue On a 

8,75) = ae' ( t - i) (a« "eu de Sl (?) = ae^) 

4'après les formules aa c, et aa/'(p. 9^-99)- Math. Ann. Bd. LU, 
qoi donnent 

S;(?)=i.a.5.T;(î)=i.a.?fç(|^)- 

En cx)nséquence (p. 355), il faut effacei* les quatre dernières lignes 
de la note. 

Et (p. 384-385, note), remplaceriez quatre premières lignes, par : 

M. Max Abraham a obtenu les résultats suivants {Wied, Ann. y 
1.898, n* 11 et Physik. Zeitschr. 1901) qui précisent la forme de^, 
plus que la méthode de calcul adoptée dans le texte. 

Effacer la dernière ligne de la note. 

Il y a d'ailleurs accord numérique entre le tableau (p. 383) cl 
les nombres qu'on tire de la formule de M. Abraham, pour n = 1 
et n = a ; le désaccord numérique s'accentue pour les valeurs crois- 
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santés de n, comme on peut le constater par la comparaison con- 
tenue dans le tableau ci-joint : 

n= I a I 3 4 •'» 6 7 8 9 lo 

— 6', (p. 383) o.6i 0,77 0.71 0,80 i,35 i,ax 1.37 i,3o 1,39 i.3 

— 0\ (M. Abraham) 0,61 0,7710,85 0.94 1,00 i,o5 1,08 1,12 m4 1,1 

Fonnule générale de M. Abraham, première approximation, 

4 4 

(p. 385, le dénominateur, du second terme avait été oublié pu 
mégardej. 



Le problème complet relatif aux ellipsoïdes comprend deux ques 
tions : 1* la détermination de la fonction U de 0* qui correspond i 
un nombre n + 1 de concamérations de Tellipsoîde, quelle que soi 
son excentricité ; a*' la recherche des vibrations propres, caractérisée 
par 6-, de Tellipsoîde d'excentricité donnée. A Texemple de M. Ma 
claurin, j'ai cru utile de séparer ces deux questions distinctes, et j'a 
donné les premiers termes du développement de U suivant les puis 
sances de 6*, en partant de la valeur n (n + 1) de % qui convient ; 
la sphère. 

C'est donc surtout pour les ellipsoïdes peu différents de la sphère 
pour les valeurs pas trop grandes de 0-, que les formules dont le 
coefficients numériques sont donnés dans les tables donneront de 
résultats d'une approximation suffisante. — Ces formules soi 
d'ailleurs applicables aux vibrations forcées aussi bien qu'aux vibra 
tions propres des ellipsoïdes. 

Dans son mémoire des Annales de Wiedemann (1898) M. Abrahai 
est parti aucontraire de la connaissance exacte des vibrations pro 
près de la tige sans épaisseur, pour déterminer simultanément les v 
brations propres des ellipsoïdes très allongés* et les valeurs particu 
lières de U qui correspondent à ces vibrations propres. 

N'ayant plus d*objection à faire au sujet de l'intégrale de rayonm 
ment qu'il a employée, puisque c'est la môme que j'ai obtenue, < 
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lescalculs ultérieurs me paraissant corrects, j'accepte comme exacte 
h ferme générale due à M. Abraham, et que j'ai reproduite en note 
(p. 384-385), d'autant plus que les valeurs numériques concordent 
dais la limite même de confiance que j'étais disposé à accorder aux 
miennes (n'' 426, p. 383). Au lieu d'une limite finie pour l'amor- 
tissement en fonction du nombre n des subdivisions et d'une alter- 
nance des n pairs et impairs, les formules de M. Abraham indiquent 
un accroissement indéfini avec n, bien que plus lent que mes valeurs 
numériques. — C'est aussi la conclusion que j'adopte. 

M. Abraham a d'ailleurs donné (Phys, Zeit. 1901, n* 22) une 
méthode rapide de calcul de l'amortissement qui ne laisse aucun 
doute. 

11 resterait à déterminer une forme de développement de % en 6^, 
donnant une bonne approximation pour les grandes valeurs de 6', 
et les ellipsoïdes allongés en dehors de leurs vibrations propres, 
comme celle que j'ai donnée convient aux ellipsoïdes peu allongés ; 
mais cette recherche ne saurait trouver place dans cette note rec- 
tificative. M. B. 
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1. — L'lioiiordblt> Hoiiry Cîivcndisli i'8t iir ïi Xicr, In lo orlohn^ 
i;3i. inorl à Glaphaiii, le i.i février iHio; il rtuit iiHMiibrr d<' la 
S(iciélo Rijyale dr Londres depuis 17G0. Fils aînr ili» lonl Charles 
Cavciidisli. liii-iiiôini» obsiMvaleiir pnVis l'I /élr ('). vl île lady 
Aniir <jn'y, il élail dirt>cli'inciil ap[)areiilé au duc «le Devonshin» i«t 
au dur di' Ki'ut. Il paraît avoir vécu assez élioileuKMd justpi'à la 
mort do son père. 1783, dans 1rs déjM'ndanct'S de 1 iiotcl palcrnel, 
" Grcat Malbomugli Strert ». ri y avoir fait loutrs sos expériences 
d'êlertririlé. Tout diffénMit des élégants dénionslrateurs français (pn 
ont lé^'ué à nos eabinets de physiipie tant d'apimreilsdont lessn[)- 
', Srs obsorvations sur la il»'preî«sion rnpinniro du incrcui-c (Ph. Tr.^ 177^'J» 
ont 2>«r\ i de contrôle à Youiig, ù Lupliice, à Puissoii, ù Ivury pour leurs 
théorie:*. 
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poris do mêlai gmvéou cîsolr ont roAd» |>his de Iravail (|iio l«*s pièi-rs 
(îssenli<*lles, H. TiaviMidisli n'avait on vue qu<» le hut seiriitifiquc ; 
r'éhiit. à ce qu'il semble, un « bricoltMir » de l'ôeole de Franklin, sa- 
ehant obt«Miir la précision par les moyens les plus rudimentaires. em- 
ployant plus souvent leboisblanccpie h» métal piMiila ran*asse de ses 
appareils. Il entn»premiit les recherches les plus laborieuses pour 
Jin^r au clair uu(^ «litficullé que lui seul api»reevail ; mais il n'éprou- 
vait aucunement le besoin de» faire ccmnaître les résullals diî ses 
recherches, mAme en conversaliiui, car il élait d'un caraclère assez 
siufzulier cl p(»u sociable. Le D*" Thomas Youn*^, son confrère de la 
Société lioyalc et son couti*mporain, un dt's plus pénétrauts physi- 
ciens lin commencement du xix" siècb» et ^\ri^ i»lus érmlils, ij^norait 
complètement les travaux inédits tle (iavendisb, connue le montn* 
s<»n arliclc de VEnnirlopédic liritafuiiquc. C'est lord Kelvin qui 
en a révélé la valeur (1849), stu|>éfait de trouver dans un l'xlrait 
que lui monirail leur possesseur, Snow llarris, l'exacte valeur ,. 

(- - ,^ j du rapp<»rt de la capacité d'un dis<]ue lîirculaire à civile 

de la sphère de même rayon. Son v<i'U, que les manuscrils de 
Cavcndish sur réle<'lricité soienl entièrement publiés, a élé exaucé 
par Mîixwell, (|ui eu amis en relief bi siu^'ulière vah'ur, dans rinln»- 
duclicm histori(|ue el dans les nob's Hiéori<|ues qu'il y a ajoiilées ;'). 
(]avendisb avait établi, dès 177'^».. la répulsion de l'éleclricité sui- 
vant la loi tle l'inverse du carré «le la di>lance, treize ans avîiul que 
Coulondj établisse la meiui» loi pour les corps éb'clrisés. Il avait 
découvert la notion de capacité, ulilisîinl constanuueni celb» de 
potentiel, sous h» nom de <' <le^'ré d^électrisîilion » : il avail mesuré 
en pouces, comme nous fais(ms en cenlimèlres, b's capaciU's de 

(«) The elcctrical rt'searchrs of thc honourahlr Heshy Cavkniusii, F. R. S., 
wriltcn bctweon 1771 and 1781, oditoiï froiii llic urigiiinl mainistTipls in Uic 
possession of tlio Dukk of Dmonkiiire K. (i., hy .1. Clkuk Maxwell, V. U.S. — Cam- 
brid(jt\ ta thr (JHinraiti/ Pnxx, i^':\h G-'i^ pMfres dont. K\ sciilennMil avait d«'jii 
paru dans los Tr. Ph., 1771 cl 177'i.) ('c voliinn' ne oonruMii aiiniiio (1rs aiilros 
nîrhiîi'ches iiWMlit»»s do Cavendisli, pas imViin' colles sur le Matjiu'ti.Miv qu'il 
parail avoir pourstuivics de 177;$ jusqu'à sa mort. 
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CHAPITRE l. — FIN DU XTIU^ SikCLE. CAVENDISH 3 

af|^ «le iliffônMiti^s fdrinos, les pouvoirs induolcnrs sprcifniuos île 
dift'cnU isolants. cIktcIjc si (îll(»s ilopeuilont du polonlicl ; cl, chose 
cimiso. ttiulrs ces ilrcouvcrlcs qu'uu auli-e nn^luis illuslrc, Fara- 
ihy. rcfi'i-îi un demi siècle plus lard, avec moins de uetlet»'» d'espril, 
iiiû« plus fil' f«'>c(»ndil('s noul aucun point ronnnuu avec, les Iravau.v 
doue [)erfi.^ tien si achevée, publir^s par Oadiind» à partir lic 1785. 

2. — De 1773 il 17H1, Caven<lisli Ht |j)ule une s^'He «rexpi'rienci's 
i^ur la rvsisUinre rlec(ri(|ui', don! on ne cnunaissait, jus<|uà lu |>ubli- 
caliiiD de SOS notes de laboratoire, ipu* les résultats suivants, donnés 
saii><'\-plicati<m< dan< son mémoin* sur la torpille > i77<'>) : *< le fil de 
[ {ern>ndui( à peu près joo millions de lois nneux (|ue Teau <ie pluii^ 
[ mjlVau distillée ; Teau de mer on inie solulion de 1 de sel dans 
[ 3o(}'iau, t-Quduil km» fois mieux, et une solution saluréi^ dr sel 
marin, 720 fois mieux que Teau dr pluie. » C/esl tout; l<» rapijort 
l»T-t^u salée <»st exact pour la température de 1 1" (^ ! Notons que la 
hnlanrede Coulond» ne devait être inventée que neuf ans plus tard, 
r^^-lnwivqK* à fenilli» d'or onze ans [»lu8 lard. 

Qai'Ue méthode, quel instrument de mesun» Cavcndish employait- 
D iluncf Une métluMle physiolo^^iipie ! Il conqiarait rintensilé de 
lieux I hors p;ir la sensation perçm* aux poignets et aux rondes et 
iiqthkMait «|uel était le i»lus fort. 

•■ Lo< «-onducleurs à eom partir étaient, dit Mixwell ('). pnnr la 
pliipHft. di'S sohitions. de conc(*nt ration coninie, de sel comnmn ou 
ifiiQtns subsIniK'os. Os solutions éhiient placîées dans des lubrs de 
wrre, ih^ pins d'un mètre de long, courbés [irès d'une extrémité. 
Us trilles avaient été au préalable calibrés au mercure. 

«Deux fils étaient introduits dans le tube, probablement à tra- 
îna <l<s ti^jusdans des bouchons h chaqu»? bout, pour ser\'ir crélec- 
Ws. La longueur de la colonne utile du licpiide pouvait être 
iImciV- en faisnnt ^'lisser un des fils dans la paitie rectili^ne du tid)i'. 
f Pourenvoy«*r des décharges égales et d'égale force électromo- 
tf fcîw' à travers deux tubes différents, (lavendish choisit six arres <lr 

Vlnlroduclion, p. lvji et suiv. 
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CiipîiciU!* i\ p(Mi |)ros é^iilo, parmi les qiuiranfp neuf <lr sa 
batleric. Les «Ituix tubi^s ôtaieiit pkuvs dr Mh' sorlo (|U(î leisdciu 
fils introduits tlans l(s (wlroiniiôs roiiri)cos coinmuniqiiaicpft aviec 
rrxtm(Mir di» ceU4' haltcrie di' six jarres. Les fils iiilroduiis dî. jns les 
parties droites <h's tubes iHaient allaeliés à deux mnrceaux de pa|^i»sr 
dVîtaiii, isolés séparéniiMd. I^es six jarros étaient alnrs eliarjiées à la 
fois par !«• UKMîin eonduelcur. jusJiu'à ce iivw rélecln)nu''tre (à biilie 
de sureau) indiquât un <]egiv ciinvcnablr «réleclrisaliou. Le condiir* 
leur <le cbarge étiiil alors enlevé, et 1rs six jjirres restaient avec leurs 
armatures intérieures isolées l'une do l'autre, et éf^alemenl char- 
gées. 

« ('.avcndisb prenant alors deux moreeaux de métal, un dans 
ehaque main, tcun'liait avec l'im le papier d'élain allaehé à Tun des 
tubes et avec Tîmln», lo bouton de la |)remière jarre, di» manièi*e à 
nu'cvoir un rhoe, la <lé<*har^(» passant à travers son corps et te 
tube 1 ». 

Il recommcnçnil avec le tube -i et la seconde jarre : puis avccle 
lubi» 1 et la troisième jarre, et ainsi île suite, en alternant les tul)» 
1,2; et comparait les trois chocs re(;us à travers le tube 1, à ccaz 
du tube 'i. Ayant trouvé les uns plus intenses, il changeait renfon- 
cenuMd du fil méUdlicpie dans l'un des deux tubes, de manière à se 
rapprocher d(» l'éf^alité, et nHommencail. Il continuail ainsi jusqu*à 
inversion, et, de Tcnsendile des essais, il déduisait quelles longueurs 
d(»s <leux tubes rendaient les chocs bien égîuix. 

Plus tard, il paraît avoir employé la batterie entière d(^ qnai*an(«- 
neuf jarres, groupées par sept, et avoir eu bCMiéfice à utiliser une 
charge plus considérable avec moins de force électromotrice (^i. Sa 
délicatesse d appréciation d(»viid vraiment merv(»illeuse, à en juger 
par racet)rd des résultats entre eux, et |>ar leur comi»araison avec 
les résultats modernes les meilleurs. 

(^avendisli cherchait à quelle [)uissance de la vitesse (inb^nsilé da 
'•ourant ) la résistance (Ul) est proportionnelle. Quatre séries d'expé- 

<;C| ]*robui)loiiieiil pur dimiiuilioii iriiiipurUmce relative de rétiiicelle un mo- 
uiunt du conlact. 
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ricnces, dont on tromvni lo (WnW plus Iciin. an moyoïi do tiihos «le 
différent?^ tliamMros, contoiiaiif U\ uivmr snlniion. lui mil «loiinr les 
puissoncos 

1,08; i,o3; «lyjfi ; ii"*>; 

ce que nous appelons maiiilonaiit ivsistanro (U . iKiraissait <lnnr 
proportionnel aux pnissanri's 

-f- ii,oS. — o,o3, — 0,02 j. <»,i)<». 

de rintenf^ité I. 

3. — K«;snm(iiis l<s rrsuilîils f^éiiéranx <lo (lavcndish sur les dis- 
solutions («77r>-i777). 

I^ n^islaiiee des dissolnlimis ili» sel \;\r\r avec la hMiiprrature ; la 
VHriatinn est la nirine <|ni*llo cpn' suit la nmcrnlralion, rude u»** e! 
35** C. Pnnr 1«"- Milutions diUnVs, le» |M-oilnit th* la ivsi*i(anre par la 
0)nC4*nl ration esl conslanl («liliilioii iiiaxiniuin cniployér par <!avrn- 
dish : "Jtn fioo . La rr'sistann* de IN'an varie avec smi origine: l'eau <le 
pom|)C résiste :{.'^ f<>i> plusipu* l'eande pluie, e:>lle ci 'i. j fois plus ({ue 
Iran ilislillée. La condncdhfUti» th Vt*nn disti/fn» auffmtnitP ajnès 
3oi* 4 heures dr s/'/nur dans ttn hiht». dr vrrvr. 
Pour étendn* la l«ii éutiucée pour le-* soIuli«>us faillies, jusipi'aux 
i solnlions les plus tliluées. il suffisait à Caveudisli tratluieltrequesou 
faa distillée eontenait déjà i : l'w ooo de sel. 
Puis, il compare divers sels eu solitions Knriv\i.R.Mi:s ' à y<j de 
\ «d marin : sel niariu, chlorure de polassiuui, sel aunuouiac. sulfate 
de>OQde. nilre, carbonale lie ])otassi*, acide sulfuriipie, aci<l<* cldo- 
iby^lriqui* : il n'iudiipie pas connuent il a choisi se< poids équiva- 
hits, qui ne pamissenl pas eonforuies à ceux qui avaieul cours à 
erttif éi)0(|ue. luais son! [Miur la plupart très vnisius des unires. 

ïi ctierclic aussi si le passap* d'un cnnducleur à uu autre <ause 
■ne résistance particulière : j»our «ela, il couqjare uu tube dmd la 



0, 5» (lî^i, p. ^2<j cl n» 'iy'i, p. 'M'h). Voir pn'f. <!<' Maxwkm.. p. i.xii r[ note !>'|, 
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solnrum est <H)np(M» l'n luiit parlios pjir iWs gouttes do mercnrc, ft un 
aiiliMMlontla s«)liili<m ôlail ('onliiiiiis il ne troiivp. (|ii'nno iUrk^i'em^ 
iiisifiiiifianh' rnln* l<*s loii^in*urs l«»lali's dos sidiititms. Ayc»c Im 
faibles <|iiaiililrs d'élottricilé inisos t»n jeu, la polarisation m» pouvait 
joiior en effet qu'un rôle insignifiant. 

4. —Après ce! a|»en;u. c'ncnre !)len ineoniplel des travaux inédità 
iledavendish sur rélectricilé, revenons îivec un peu pins de tiélails 
sur la qneslKjn de la loi irolini (*). el nannieneons par mpiM^ler loa 
idées <|ni Ir guidaient n\ éleelroslalliiue : 

« Il existe nue suhsfance, qn<' j*ap|»elle fluidi» élcclri(pie dont Ica 
parlieulos se reponssenl «Mdn» elles r{ jdlinMil les partienles île toute 
anire matière, avec uno forer invi*rsenienl pro|M)rlionnelle h une 
eerlaini» puissînue de la dislanet», nioinilre (|ne le enhe (-) d, celte 
dernièn» réserve étant néeessaire pour la stabilité. Les corps en soni 
remplis, et sont dits saturés lorstpie la ((uaidité de flni<le y est teik 
el tellement <listrilMiée, cpie a 1 altrartîon du fluide électrique d^uiH 
petitt» |»artie ilu eori)s sur une particule donnée de matière, soîl 
é^'a le à In répulsion due à la matière de la mémo petite partie du 
corps ». Dans certains corps. Ir flniile est imnH)l)ilisé, ce siuil les iso- 
lants ; dans d'aulres. il est mohili', ce soid les conducli»urs. Par- 
tant de ces liy|)olhèsi's. (]avendish montre la distribution rigou- 
reusement su|>erfi<'iell«* de Trxcès ou ilu «léficit du fluide sur I| 
splièn*. pour l;i pnissanre -.» ; la densité croissante du centre i\ Il 
surfacj* pour b'S puissames intermédiairrs entn» .» el 3; décrois 
santi\ au rontrairr, pour les pnissames infériiHiri's à '.>.. C'est déji 
le primipe théorique de rexpérienci'. à Ijupielh» il fail nm» rapid< 
allusion, qu'il ih'vail réaliser à In fin de Tannée suivante, sans ei 
rien |>ubrh'r, et qui lui donna la pniss.MK'e -?. à ^: n,o9. près. 

5. - J>ans lont ce mémoire», pour reciinnjntn* l'équilibre lliéo- 
ri<pie, il suppose constamment les rorps à eonq)arer. réunis pur ui 

i' V. '>ii;t-'jii)7. !tio-!ii«i, .'VM-ii'i'.i, !V*M)-!i«u. 

(-) \i\ allcmpt lo cxpliiiii soinc of llio priiiripal phtMioiiicmi nf eloctricity 
by uieuiis of an claslic fluUt. — Phil. Tr.^ 1771. 
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canal, tlniis UmiiicI 1<* flui«l(» esl siii>posr iiicoinprrssilih' ; c'rsl I« fil 
iiK'liiirHiuc fin lit* nos niisciiintMiicnls ucluris ; rt lÏMpiilibn' rst atldnt, 
lorsqiir la pression du flnidc est unirorinc. 

« Pour ju^tT, (lil-il dans la druxiènic partie di^ son niéuioire 
!»• ma., si un ivjrps A rst électrhv posUinnnent nu n^gatirejnctit, 
supposons ((u'iin anln* corps H de forint* et de dimension données, soil 
plai-r à une dislani't» infinie* de A et dt» loiit aulre corps, .mrchart/i* 
i»u sous'Chavfjr (oviT or nnder diar^ed). Supposons cpie H emi- 
iieiini* la même quanlilé de fluide ipie s1! ronuniini(piait avec A |»4ir 
un canal de flnidc incom])re>sil)l4' : nlors, si H esl itira/iarf/è, je dis 
que A esl élertris*'» positiv<'inenl ; s'il esl snusc/tarffr, je <Iis que A esl 
éleelrisé né^ativemi'iit ; pins le degré de su relia ip» de H esl faraud , 
plii.s \r detjvv cVilerti'isallon ptisilive de A esl grand, et v. v. » 

I-.a définition expérinn'ulale du potentiel esl encore la même 
aujourd'Iiui. 

Les définitions tliéori(|ues se tnmvenl avec plus d(» nellelé encore, 
dans un niann>cril préparatoire ') resié inédit : 

rt Déf. I. f^orsqne le fluide électrique dans un corps est plus pressé 
que dans l'état iiîiturel.jedisque le l'orpsosl électrisé positivement ;... 

chef. II. Lorsqu'un cin'iis eontiont plus de fluide éi(M'lrique tpie 
dans rétat naturel, ]v dis (pi'il est surcliar;:é ;... » 

6. — Ainsi familier avec ces notions distinctes de degré dVlectrisî!- 
tion id (le charge électrique, habitué à rnsngedes c.inaux dans ses rai- 
Miunements, partint de riiypothèsi» d'un seul fluide, qui (»cciipe 
tout rt*space, mais n'est mobile <pie dans les conducteurs, (Invendisli 
était nalurellenu'iil conduit à regnrder le fliiiih; comme s'éi-onhint à 
Iriivers balte la section. >ans ipie le caractère superficiel de la dislri- 
buti<in statique lui causal la inoiiulre gène. Dès la fin «lu mémoire 
jmblié en 1771. la propnriionnalité di' la résistance l\ la loiigiirur est 
H'.Liardée roinme évidente w^ \\S\). Il était ég.doment préjiaré à se 
repré-^eiiler exai'Iement W partage des dérharges mire plusieurs lir- 
niil-. parallèles ; c'est <-e qui lui permit d(; comprendre et de coor- 

i^f Thouffhtê eoncerning cUctricity^ p. <y>, u* aoi. 
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ilonn<T lies ï)h(''noinoiics singulier*!: c»b«on'6s par G. Walsh (*;, sur la 
torpille dans l'air et dans l'eau. Dès le début de son mémoire (*), 
Cavendîsh explic]ue que, la résistance du 1min d*eau salée étant 
comimrable aver eelle du corps humain, le choc de la torpille dans 
IVau est encore sensible, mais moindre que dans Tair, et il donne un 
ailcul exact du partage de la d*M-har?£e d'une batterie entre le corps 
de robs<»r\'ateur, IVau. »»l le liois humide qui représente le coq)s de 
sa torpille artificielle. 

7. — Boccaria avait déjà remarqué (1772) que le choc reçu à ti-a- 
vers un tube large est i)lus intense qu'avec un tube étroit. G) vendish 
pi-écisa «'«'tte notion en novembn» 1773. 11 compara (') les chocs tn»s 
faillies de deux jarres soit h travers un tube soit à tmvers neuf tul)cs 
IMïrallèles <le verre «le mcnie loufçueur et de même sivtion totale 
ap))roxiniative que le pn'micr. pleins d'une même solution salée 
faibh' : .'^7 pouces du premier continuaient QSojii-ains d'eau, 37 pouces 
des neuf autres contenaient 258 f^'rains d'eau. 

La différence fut douteuse; pourtimt le choc îi travers le tube 
uniipie jKirul plus fort. Avec sept tubes seulement, la lUfférence 
était manifesh'. 

Puis il compara une longueur de 44 l)ouces i/4 du tulie large à un 
tube ne contenant que 44 grains d'eau |)our ^7 i)ouces de longueur, 
et trouva que 8'\4 est trop et r)"',2 n'est pas assez. Prenant la 
moyenne 61,8 et comparant les rapports des longueurs et des 
sections, il trouva 



44"r WoJ li'-\^') ] 



44 

ce qu'il énonça en disant que la résistance est i>roportionnelle à la 
])uissance 1,08 de la vitesse (supposée en raison inverse de la sec- 
tion). 

(«) Of the el<»otric propcriy of t!ic Torpoili). — Ph. Tr., 177:^. 
C'^) An account of soine ulteiniils lo imilate tlie effectî* of thc lorpedo by 
electricily. — Ph. Tr., 1770. 
(•) NO 574. p. 293. 
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Di'iix autres lubos, comparés à la même époque, donn^ronl Tex- 
|K>3aiit i,o3. 

En janvier 1781, huit ans plus tanl, Cavendish reprit la même 
oxp«»rienc€ avec deux nouveaux tulM»s el trouva une première fois 
iVxiwsant 0,976; la ser<mde fois i,oo. 

D'ailleurs, ni dans le journal irexpérionces. ni <lans le n^levé 
fiDal des résultats, ("avendisli n\i souligné rimportance de ce dtT- 
nier résultat — 1,00, — rfui se trouve au milieu des expériences sur 
le> diss4»luti«>ns ; il n'eu est pas moins vrai que dès celte épiKjuc» 
l'Ioiv'uée, Cavendisli savait que la résisUuice d'un tul>e est propor- 
tionnelle h la longueur el en niisou inverse de la section. 

8. — Pour la comparaison du fer et de l'eau sîdée, il opère 
autn^nient (*). Les deux bouts <Iu fil de fer de 2 r>4o pouci's (12 pieils 
)ii\sent 1 4 grains) sont attachés ît des |M)i^nées de laiton, tenues dans 
chaque main et la diVliar^e s<* parla^^e entre le fil de fer et le corps 
di- Cîivt-ndish. Remplaçant le fil de fer pjir une colonne d'eau salée 
ï >aturation (1 |K)uee contient <),!'-« grains d*eau pure) il trouve que 
lt»clioccst le même pour une longueur de 5,i pouces et diffèn» si 
un change la longueur d'un quart de \xn\ce. 

tVest si'ulemenl eh ijjO que fut arrêtée la technique décrite plus 

iiaal |iar Maxwell et qui a servi à toutes les mesures sur les solu- 

t'Kms. 

Lis données sont assez complètes ])our rpie Maxwell ait pu inscrire 

■ i n'ilé do rhaque exp('»rienc<* la résistance en ohms d'après les me - 

i. snnrs «le Kohlrausch. 

! Pour les fils iU cuivre, les essais faits en 1781 (-), ont pré- 
I j^nt»- de gnimles difficulUV, et fourni <les résultats assez singu- 
liers que Maxwell n'a pas réussi à reproduire. 

9. — Stupéfait de rétendue et de rexaclilude des résultats oh- 
^ tpno-! par t^ivendish en appréciant rid(»ntilé des chocs dans di- 

I 

f n .V >'., p. 394' 

À p. 338-343. 
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vprsos rin'oiislnnrvs, Maxwell n repris une iHiule, dont (lavendish 
sV'Inil f)n'ui)é à diverses rejuises, eell<»dc l'intensilé de la sensation 
produite par une déelmrg(» éleclri(|U(» (*;. (lavonilish s'altendail h c«ï 
quo rintensitc'ï du clioe fût pniporUonni^llo un produit de la nuan- 
tité iréleclricité par sa vitesse, on, en laufîaf^c aetuel. au travail 
électrique ilé|MMisé dans le eorps; mais rex|M'Tience jie réi>undit jias 
21 son attente. Or, ou sait mainUMiant que la rapidité de la déeliar^'e 
a une influenei» prépondérante sur la siMisation. A liavers une ré- 
sislanee U s^uis self induction, la loi de Tintensité I en fonction du 
temps t>st, eommc on sait, 



t 



I - Y: e" ^'" 



pour un potentiel initial V,, et une capacité ('. Comment la sensation 

V V 

dépend elle de , " et de (IRI ou plutôt, quelle est la relation entre . '* 

et (iR quand la sensation <»sl la même V f/est ce cpu» Maxwell îi étu- 
dié par la sensation «le rlioc <|n'il resseutail dans les |)oifînels r{ d;ins 
les coudes, en recevant la déeliarfre par li*s deux mains i)lon,i:ées 
chacune dans un haipiet tTeau salée — on mieux par l'inscription de 
la secoussi* musculaire il'une fîrenouilh'. Pour des temps (IR qui ont 

V 

varié dt» o\<m à <»",ooo «i, '• a varié à peu pW»s comme ((iU)"'''* ; 

les quatre expériences ile (lavendisli cjne Maxwell a pu calculer con- 
duisenl à des exposants du nu^^nu* oitlre. 

10. — l>*' tous ces résultats, (lavcndish ne publia rien ; il n'en 
laissa rien savoir, ou à peu prés rien, même à ses collè«^ues «le la 
Société Hoyale d(» Londres ; car il était peu communieatif : Maxwell 
notrw///' visiti* d(* qm^hpn's membres de celte Société dans son labo- 
ratoire, pour voir b»s expériences sur la torpille. Dix ans dr travaux 
assiflus furent ainsi perdus pour la Srirnce ; l«'S lois si fécoud«»s des 
capacilés, des pcmvoirs inducteurs, de la couiluclibililé des dissolu- 

(i; Note 31, p. 43:-4.»3. 
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lions [rest«Tont inconnues des savants pendant plus do (rente ans ; 
ellos avaient été découvertes à nouveau et étaient ac<juises à la 
Science <lepuis près d'un demi siècle, lorsque la publication des ma- 
nuscrits de Gavendish fit à la fois admirer sa puissance de travail, 
ainsi que la i)énétration de son esprit, et regretter son indifférence 
ponr le public et son dédaigneux silence. 



CHAPITRE II 

DÉBUTS DU XTX*^ SIECLE 
DAVY. — BARLOW. ^ BECQUEREL 



11. — A peino (lErstcdl avait-il découvert l'action du courant sur 
Taiguillc aimantée, et Ampère les lois qui régissent cette action, que 
tous les physiciens se mettaient à IVpuvre. Parmi eux, un des plus 
féconds et îles plus i)énélranls, sir llumpliry Davy faisait connaître 
imr une lettre au D' Wollaston ('), Tattraction des courants sur la 
limaille de fer. Taimantation de Tacier par les courants d'une pile 
intense et par les déchar^îes des bouteilles de Leyde. et tout im c<;>r- 
tége de faits curieux ; il avait essayé Faction de l'aimant sur l'arc 
électrique ; mais il ne réussit Texpérience que quelques mois plus 
tant, en employant la grande batterie de Tlnstitution Royale de 
Londres, formée de 2 luu) cou[)les. Dans le mémoire (=*) qui nous 
intéresse directement, Davy observe réchauffement d'un même fil 
immergé dans différents milieux, son attracti<m sur la limaille de 
fer ; puis, il se demande « si une courte longueur d'un fil fin, jiré- 
servé de la fusion par le refroidissement, transmet toute réledricité 
de batteries voltaïques puissantes ; >> il fait un second <*ircuit indé- 
pendant, au moyen de deux fils d'argent parhmt <les bornes de la 
batterie et plongeanl dans Teau, « de façon que la déccmqjosition 

(>) On thc magnclic phonomcna produccd by Eleclricily. — P/i. Tr. for ilie 
year iH-Ji. Part, I, p. 7 — mj — Read. Nov. i^». iHuo. 

('-^ Fariher researches ou Ihe magnetic phcnomona prodiicod by eleclricity ; 
with somo new experimenis on tbc projwriies of electrifitMl bodies in thoir re- 
lations to conducting powers and température. 

(5 JuUlet 1811'. - Ph. Tr. i8ii. Part. II, p. 425-4^9. 
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chimique de l'eau indique un rési<iu d'«'»leclncité dans la balleri<» ». 
De cette façon, il trouve qu'un certain fil de platine refroidi laiss(^ 
un grand résidu d'clectricitr dans douze des batteries employées, 
mais est capable <ren décharger exactement six. 

« Ayant ainsi reconnu Inexistence <rune limite à la quantité d'élec- 
tricité que les fils sont capables de Iransinettre, il devint facile d'ins- 
tituer des expériences sur les pouvoirs conducteurs liifférents des 
différents métaux, et sur les r<>lations dt» ce pouvoir avec la tempé- 
rature, la masse, la surface ou la longueur du cori)S condu<'teur, et 
les conditions de l'action électromagnétique. » 

Davy fixe sa techniijue minutieusement; en particulier, il employé 
la même solution d'acide et d'eau pour toutes «rs batteries, ce cfui 
semble indiquer qu'il Iravaillait toujours avec la pile neuve, 

12. — Interrompant l'analyse du mémoire, fixons la théorie de 
la méthode. 

Lorsfju 'aucune bulle gazeuse m\ se dégage sur h» fil d'argent né- 
gatif, le débit ù travers le voltamètre esl devenu nul, et la différence 
tie potentiel aux bornes a une valeur déterminée E^. D'autre part, 
la technique adopté(î fixe la force électromolrice E de la batterie et 
sa n5sistance R, y compris les fils de jonction. On a donc, en appe- 
lant r la résistance du fil conducteur étudie : 

E _ E„ E - E. 



R -t- r )• — R 

E 

r — — ^ R 

' - E - E, "• 



13. — Davy observe d'abord que le pouvoir conducteur des métaux 
varie en sens inverse de leur température, quel que soit le procédé 
de chauffage employé. Un fil de platine étant chauffé au rouge i)arle 
courant, si on en chauffe une partie au blanc au moyen d'une lampe, 
Ir reste devient sombre. 

Dès b)rs il a soin de maintenir les conducteurs dans l'eau froide ; 
néanmoins la régularité n'est pas parfaite ; « avec la batterie récenu 
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ment cliargre, les différone«»s cniro los condudours sont moins ac- 
cusées qu'avei' une batterie usée (*) ». 

Quoi qu'il en soit, en employant des batteries en nombre varié, 
Davy reconnaît (jue la conductibilité d'un fil est en raison inverse de 
sa longueur ; désonnais, au lieu de cbanger le nombre de batteries, 
il en ccmsorvT un nombre fixe, et change la longueur des fils à com- 
parer, ce fiui permet d'opérer plus rapidement. 

Il trouve « que le pouvoir conducteur d'un fil pour réleclricit*'* est 
[i peu près proportionnel à sa niasse ; ainsi un fil de platine i)esant 
1,1 3 grain par pird el un autre pesant 6.7 grains, employés sous la 
môme longueur, déchargent l'un une batterie, l'autre six ». On pou- 
vait d'ailleurs remplacer le gros fil par six fils fins ccMe à côte. « Ce 
résultat suffit h prouver que la surface n'a pas île relati<m avec le 
pouvoir conducteur, ce ([ue prouv(^ mieux encore une expérienci^ di- 
recte : des longueurs égales de fil de ])latine l'un rond, Tautre 
passé au laminoir de façon à sextupler sa surfac'e, furent compa- 
rées ; le fil aplati conduisait mieux dans l'air, parce qu'il s'y re- 
froidissait mieux ; mais dans l'eau aucune différence» ne put être 
perçue ». 

Voilji l'expérience fondamentale de Davy sur ce sujel ; on voit que 
le rAle de la section comparé à celui dr la suiface en ressort nette- 
ment ; mais en faisant intervenir la niasse dans son énoncé, Davy 
laissait encore pœsque tout à faire, et (^e n'est pas sans raison que 
nous verrons Ohm combattn* cet énoncé quelques années plus 
tard et revendiquer pour lui-ménie la loi do la section. 

14. — Le mémoire de Davy se termine par <leux exi)ériences 
intéressantes. 

(1) Même si Tabsonco de bulle n'indique pas un couranl nul au voltAmMre, 
mais un courant minimum Iq ; il semble que la Bubsliiution d*un fil à un 
autre devrait exiger l'égalité de résistance; cat soil Ho la résistance du volta- 
mètre, les équations 

E - UI = E„ + Uolo = r(l - i„) 
donnent 

Eo + Rolo « 
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FiTinaiit uno batterie i>ar une chaîne de fils de môme iliamMre, il 
constate <iii*ils s*(^chaiiffeii( d'aiitimt moins (prils sont ]ilns condnr- 
liuirs, dans ronln^ suivant de dérroissiinco : f«T, palladium, platine, 
ét'iin. zinc, or, plomb, cuivre, argent ; mais ({u'ils attirent néan- 
moins tous le mr*mo poids de limaille de fer. 

H fait même une mesure en plongeant un fil d'arf^enl el un fil de 
]i1atine de même diamètre et de même longueur dans des btiins 
d'huile, (jue le premier échauffe ilc 4* et le seeoml de 22*. 

On voil , pjir cette analyse» incomplète, combien vv mémoire est 
nourrie! inléivssant. K.xtraynns-en pour finir, im argument contre 
le caioriqu4* : <* Si la chaleur était une substance, on ne sanrait ima- 
giner qif elle soit cbasscH; du platine chauffé i»<'ir le courant élec- 
trique), car une quantité de chaleur iiidéfiine peut être engendrée 
du ni«'*me platine, aussi longtemps que le courant est excité, ou aussi 
souvent qu'on le renouvelle. » 

15. — La même année, \o mémoire de Cumming (') sur les piles 
thi'rmoélectriques ne contient que qiiel<|ncs indieatirms peu im))or- 
tantes sur la conductibilité. 

Oeiix an.s après, le physicien Harlow (-), à (fin ses |MTfeeli(mrie- 
ments de la l>onsso!i' marine valurent une réeom|>ense nationale, 
constate (juen enqdoyaiit des fils de cuivre de même longueur, mais 
fie plus en plus gros, il arrive un moment où une augmentation 
considéndile du diamètre ne change rien à rint4>nsilé du courant, et 
qu'il en est de même avec le laiton. Il donne ses résultats corrigés d(>s 
variations de la [lile. Dans um* série d'expéri«'nces où il n fait varier 
h longueur d'un même fil de 98 à 8.33 pieds, il rompare les tangentes 
des déviations anx racines carrées des longueurs. « Les différences 
nitre l'observation et le calcul sont tro[> grandes, dit-il, — (elles at- 

t'j Annals of Pilosophy, iHa3. 

f'anthr. Philos, Trans., p. 0!^, iH-ji. 

i* On th<* liiWM (»r nlPT.troninKnorH* nclion. ns dopcntUn^ (m thn Irnplb ariH 
dinjen«<ions of thc cofuInctifiK wire, and on Uni qii(;;<lion, wliofhiT Hecirinil 
phf'nomena are due lo tho Iransmission of n single on of n romponnd fliiifl. 

l'sm Dablow. — Kdin/f. Phil. Joui'n. XII, iHx», p. io.')-ii^|. 
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toignent ^ à > cnlro 3oo et 700 pieds !) — pour pouvoir traiter la loi 
supposée comme exacte, mais elles sont assez faibles pour que Tap- 
proximation soit aci*eptablc. » C'est seulement sous celle forme mo- 
deste que Barlow pi*<^sente celte loi de la racine carrée de la longueur. 
Mais dans les résumés, on y mettra moins de précautions ; les 
éditeurs du P/nlosophical Magasine (*), dans une note du numéro 
de mars 1825, annoncent que d'après Barlow Tintensité diminue 
très sensiblement comme Tinverse du carré de la distanccy et que 
par conséquent « l'idée de construire des télégraphes électriques est 
chimérique ». Cette note de i3 lignes est traduite aussitôt, et com- 
mentée par Schweigger (*), h la suite du premier mémoire si impar- 
fait d'Ohm. 

16. —La variabiliU'î de la pile rendait les expériences de Davy peu 
régulières; dans un mémoire lu quelques années plus lard (3i jan- 
vier 1825) à l'Académie des Sciences (*), Becquerel, après avoir rap- 
pelé et critiqué la méthode de Davy, cherche à se mettre à l'abri des 
variations de la pile. Pour cela il invente le galvanomètre différen- 
tiel, et la méthode de zéro bien 
connue aujounl'hui, qui per- 
met de constater l'égalité de 
deux fils intercalés sur les deux 
circuits du différentiel, comme 
le rappelle suffisamment la 
figure, copie exacte de celle du 
Fig. 1 Mémoire original. Toutes pré- 

cautions sont prises pour apprécier exactement le zéro du galvano- 
mètre, pour étabUr de bons contacts, pour maintenir les fils à la 
même température de la glace fondante. 

(*) Philos. Mag. and Journal, by Tilloch and by. Tayi/»r. Lontlon, l. LXV. 
i8:ir), p. 239. 

(-«) Jahrb. der Ch. Phys. Schwbicgir, 1825, t. LXIV, p. 118. 

{^) Du Pouvoir conducteur de réleclricilé dans les métaux, et de l'intensité 
do la forc« électrodynamique en un point quelconciue d'un fil métallique ([ui 
joint les deux extrémités d'une pile. — Ann, Ch. Phys. t. XXXIl, i82(>, 
p. 420-430. 
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tt Poar obtenir la même conductibililo dans deux lils do lut^iiic 
métal, il faut que leurs poids soient proportionnels aux cnrrôs de 
leurs longueurs (*), ou bien que les longueurs soient dans le rap- 
port des sections des fils. Cette loi qui parait rigoureuse pour toutes 
les longueurs et grosseurs de fil, rentre dans celle qui a été observée 
par M. Davy... » 

« I^'i conductibilité électrique croît donc avec les niasses, et non 
avec les surfaces ; i^ar conséquent le fluide électrique en mouvement 
ne se porte i>as à la surface des corps conducteurs, comme lorsqu'il 
est en équilibre; il pénètre dans leur intérieur. » 

Becquerel définit ensuite les pouvoirs conducteurs relatifs des mé- 
taux comme proportionnels aux longueurs qui sous le même di.i- 
inètre donnent la même conductibilité — il en fait Tapplicatioii 
aux métaux tenaces en les étirant à la filière, et aux méUiux mous en 
les fondant dans des tubes d(» verre calibrés. 

Désormais nous sommes en présence d'une méthode de mesure 
correcte et de définitions précises. 

17. — Dès la fin de cette même année, ce mémoire, paru au Bulletin 
deFérussac en mai, est analysé en détail, ainsi (jue celui de Barlow, 
et commenté ])ar Schweigger dans son Journal (-) ; ces commentaires 
eux-mêmes furent immédiatement suivis d'une lettre (lObin, qui 
juge tout à fait insuffisante l'explication du désaccord entre Barlow 
et Becquerel au sujet de la loi de la longueur. Au sujet des expériences 
de Btvquerel, Ohm, — qui n'a encore trouvé que sa loi logarithmique 
— insiste sur ce (jue les fils rom])arés par Becquerel n'ajoutaient 
que quelques d«'»cimètres à la longueur du eireuit, supéri(Mire h 
ao mètres : l'effet de ce petit accroissement est nécessairement 
proportionnel à sa longueur, quelle que soit la loi véritable i)our le 
circuit total. « La loi de Barlow est donc, dit Ohm, bien plus exacte 

(0 Exemple : 

j,, = 10,67; [xj = 10. 1'^- 

(2) Jahrà. d. Ch. Phys. t. XLIV, p. 3rM,-370, iSa'). 
Lettre d'OHB. p. 370-373. 
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qiio celle de Hccquorcl » cl concorda seDsiblcment av(»c quelques- 
unes dt» ses propres cxiMh'iences. 

18. — A la fin de rannr»c 1826, un physicien à qui l'on doit de nom- 
breuses recherclies d'électrostaru|ue, mais assez peu judicieuses le 
l)lus souvent, W. Siiow Harris, publiait (*) lui aussi des recherclies 
entreprises au moyen d'un Ihennomètre à air fniversé par le fil mé- 
tallique. Notant qu'on a depuis longtemps remarqué la relation in- 
verse entre r<''chauffenient et la eonductibilitr' (M. Ghildren, par 
exemple, avei' une large batterie galvanique), il compare les quan- 
tités de chaleur dégagées dans des fils divers de même longueur et de 
même diamètre, par la décharge (Tune hatlerie de jarres se dé- 
chargeant tt travers une distance explosive toujours la même ! 
(4omuic les fils n'étaient ni très longs, ni très fins, (o^^.SS ou o"",7 
de diamèlnî), l'énergie de la décharge se partageait inégalement entre 
rélincelle et le fil, suivant sa nature, au point de donner 6 avec 
l'argent <ît le cuivre, et 7a avec le plomb. 

On s'étonne de trouver, i)endant longtemps, ses nombres cités 
dans plusieurs Traités sérieux, à coté de ceux obtenus par des obser- 
vateurs cornîcts. Mais, bien (|ue ces nombres ne mesurent im^ la 
couductibdité, leur comparaison a pourtant conduit Fauteur & quel- 
ques remarques intéressantes sur l'absence d'influence de la forme 
cylindrique, ou rubanée, ou divisée en plusieurs fils, pour la même 
masse de métal sous la même longueur ; Ihirris parait avoir reconnu 
le premier Tinfluenee considérable d'une i)etiti^ quantité d'un métal 
dans un alliage (-), en particulier ce fait cpie la conductibilité de 
l'aUiage est souvent moindre cpie celle des deux composants, et non 
pas intermédiaire ( ') ; on sait de quelle importance pratique ont été 
ces remarques en électro-technique. 

(') On thc reliilivo powors of various mctallic subsliinces us conductors of 
oleclricily. — Ph, Traus, 1827, 1, (ib-'t}). 

(•^)''=""" ^': h:u8,S„l ,8 

Cuivre <» ) 



(^^ Or ') 

Cuivre '> 



Ur I, Cu i5 iT) 

Or 2, Cu a 20 

Or 3. Cu 1 25 
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19. — C'est en cette inriiic annre iS-iOque |»Hiaitl»* inriiioiro dans 
le<|ucl Ohm étalilit enliii Ja loi vrritahie dr la loiifinieiir par <Ii*s ex- 
périi.-nees failes au movi'a du couple Uierinoélectrique. 

Laiss<'int [Miur Je rliapitre suivant, où nous ^^tudienms l'oMivre 
d'Ohm »'ii détail, les mémoires de cet éininent physicien, consta- 
tons spulemeut cpi'ils noxerciMent {tendant une dimine d'années au- 
cuDi' action hors d'AlIcrnii^'ne. Pouillet <;n 182Î), dans la pn*inirTe 
édition de Sun Traité de Physique (') consacmit aux lois drs courants 
|HTnianofit<, à la notion de lonf/uenr rèduHe, donnéis comme ré- 
sultant de ses propres recherches, quelques pnj^es, aussitôt tra- 
duites «lans les Annales de iN>;^;5endorff (-; sous le titre île " Ke- 
cluTchcs sur la conductiiiilité électrique dans difféicnts métiiux», 
et auxquelles Ohm ne fait aucune allusitm dans ses mémoires 
ïiostérieurs. Mais ce n'est (|u'en 18^7 que parut aux Comptes Rendus 
le détail des expériences de Pouillet avec toutes les conséquences 
qu'il tirait de la notion de longueur réduite, comme Ohm lavait lait 
auparavant de son coté. 

20. — Il est curieux <lc voir «piels scrupules préoccupaient alors les 
phy7«icicn< : critiquant la méthode de Davy, et décrivant hi sienne 
propre, Becquerel reconnaît qu(î ni l'une, ni l'aulre ifi'st « à l 'ah ri 
de la i>crte d'électririté qui a toujours lieu ?; quand l'élettricilé 
fia-sse d'un conducteur dans un autre. *» p. 7(»). 

On aura une idée de l'incertitude qui ré-^nait sur les pcmvoirs 
conducteurs «l'après le tahleau suivant «jue j'<*iiq»runh* à A. (]. Ilec- 
qucrel, en le condensant. (Voir Ir tiddcan de la ita^cî 20). 

f De tous ces résultats, conclut Becquerel il n'y a «pie ceux qui 
•/mt compris dnns la seconde et la quatrième colonne qui puissent 
être comparés ; car les autres présentent des dillérences trop consi- 
dérables. Xous le répétons encore, il en sera toujours ainsi, quand 
on n'iq)45rcra jws avec dcrélectricité provenant rh In ntnw^ aouvre. » 
El voilà le sec^nid scrupule expérimental, aussi lé«;iti me qu'il cîst <m- 

t») ElèmraU de Physique exiger imeniale, t. I, p. 7.V1. 
f2) Pngff. Annal, t. XV, iSarj, p. yi-gT». 
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blié, aujourd'hui qu'on le sait inutile : L'élertricité qui provient de 
différentes sources n'a-telle point quelque quîdilé particulière à 
chaque source ; la lumière, la chaleur, le son en ont bien ! Rien de 
plus instructif à ce sujet (|ue la longue série de mémoires publiés par 
un physicien genevois, bien oublié aujourd'hui, Elii» Warlman» pour 
reconnaître si l'éleclricité n'est pas un état vibratoire, en essayant 
pai- exemple de produire quclcpie interférence d'action de deux 
électrodes plongées dans un lifpiide conducteur. 
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21. — Une des questions importantes était encore la suivante: 
L'iutensité du courant le long d'un circuit bien isolé, qui, définie 
éîectrostatiquement, esl évidemment uniforme sur toute la longueur 
du circuit, est elle aussi uniforme (juand on la définit par les forces 
magnétiques? Ne ; changerait-elle pas de signe à l'intérieur de la 
pile i 

Fechncr, en i83i. constate l'uniformité de la force magnétique le 
long d'une chaîne de métîmx ; Kohlraush, en iHriG, fjiit la môme 
constatation pour Faction d'une cuve; à sulfate de cuivre. Colley 
enfin donne toute la ï^rccision possible à la constatation, en for- 
mant un galvanomètre différentiel aver un fil tle enivre el un tulie 
plein d'une sohdion de sulfate de cuivre enioulés cote à cote. 
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Dans Ir Mémdin* <iont nous avons drjîMlil un mot. Harlow (') 
ax-ait r«*cfL(Trhé avec !«* plus grami soin, si raclion inngnélifinr du 
courant est la mômo auprès dos poirs de la pile et au milieu d'un 
long circuit, et avait conclu de ridcntité observée dos trois déviations, 
àlabâcncc de fuites, et à la prohabilité plus grande de la théorie des 
deux fluides. Gumming, avait en 1823, remarciuéque la déviation de 
la boussole est de même sens h* long du bismuth de la pile thermo- 
élfctrique que le long du fil de jonriinn. Wiedemaim enfin fit la 
même constatation pour la ]iile hydroélectrique en construisant 
c»»lle-ci avec un tube de verre un peu long. 

Ne sont-ce pas là des e\'enq)les frappants de l'origine expérimen- 
tilc de notions qui sont devenues tellement familières qu'on ne con- 
çoit même plus qu'on ail pu en douter? Et pourquoi? Simplement 
paire que ces vérités {Nmiblcment conquis<îs i)ar de longues séries 
d'exiM'riences se sont con<leiisées «lans l'emploi d'un mot unique 
.' courant électrique », «ît que Tunilé de dénominfition semble indi 
quer connut* intuitive l'identité des choses que désignt* ce nom uni- 
que : illusion utile à rens^Mgnement éléimmhiire, mais profondément 
nuisible à la [)hilosophie de la science. 

f*> On Ihe laws of Electro-magnctic Action, ns dopcndinp on thc Inngth and 
dimenMons of Ihe rondnctlng win», nnd on tlie qiieslion. whctlier elertriral 
l'h^noniona aro duo lo llio tmnsmission of a pinjcl^ or of a rompinind fliiid. 

FfJ. Ph. Jotivyi. t. XII, iS< , ifir»-ii|. 
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22. — Georges Simon Ohm naquit le 16 mars 1787 à Erlangon; 
il paniissait destiné à y exorcor, comme ses ascendants depuis un 
siècle, le métier de sornirior ; son pcre, WoHgang Ohm, auquel 
ses lectures avaient fait comprendre Fntilité de quelques connais- 
«mces scientifiques pour sa profession, lui fit suivre les cours 
du collège ; ses progrès furent si rapides que, sur le conseil du ma- 
tlidmalicien Langsdorff, G. S. Ohm entra à l'Université d'Erlangen en 
i8o3. Au i)Out de trois semestres, il alla dans le canton de Berne, 
h rinstitution de Gottstadt où il passa deux ans et demi, puis à 
NcufcliAtel oii il vécut de leçons particulières ; il finit par revenir à ; 
Kriangen eu 1811 comme professeur agrégé. Très peu de temps aprèi, 
il fut envoyé îi l'école royale de Handjeig, dont la dissolution k 
laissa sans emploi. , 

Kn 1817, après treize années d'une vie incx^rtaine. Ohm fut nommé ] 
professeur de mathématiques au grand Collège des Jésuites de j 
Cologne; cVsl liuju'il commença ses recherches expérimentales et i 
théoriques sur le galvanisme. j 

Après une année de congé passée h Berlin, Ohm publia la 3 
« Théorie mathématique du circuit f/afiJa7}if/He » en 1837, mais 
sans attirer Tattention ; froissé d'avoir été mal reçu au Ministère i 
(juclque temps après, il se démit hrus([uement de la place qu'il oc- 
cupait à Cologne, et traîna une existence précaire jusqu'en i833|i 
époque de sa nomination h l'école polytechnique de NurcmbeiM 
comme i>r()fesseur de Physique, i)iiis comme directeur. Très al 
par l'enseignement et l'administration, Ohm s'attacha pendant 
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s('izc anm^cs fi établir une théorie ^«Mioralo ilos pliénomonos pïiysi- 
qiios, dont ix peu près rien n*a «Ht'^puhlié, sauf i|ut'l(|ucs mémoires 
(l'Acouslijjue. 

Appelé en iS.îy à Municli comme conservateur des Collections de 
physique, en i85q comme professeur de phvsiciue expérimentale, il 
y pulilia un intéi*essant mémoire sur les pliénomènes d'interférences 
dan< les cristaux à un îixe. Le 7 juillet iH54, il fut emporté \mv une 
attaijue d apoplexie. 11 laissait à ses collé^'ues de l'Académie des 
Sciences de Munich h' souvenir d'un savant imi>artial et modeste, 
resté bienveillant malgré les «lifficultés de son exisleni'e, et toujours 
simple, même après avoir reçu de la Société Itoyale de Londres vn 
iH4 1 , la médaille Copley, accompagnée d'un rapfKirt (*) qui mettait 
admiralilcment en lumière rimi>ortaiice de ses travaux sur les 
courants électriques. 

23. — A répo(|ue des premières recherclies d'Ohm, les piles en 
usîige étaient loin d'avoir une force électromotrice constante et 
indé[iendante de leur débit; aussi h^s résultats s*en ressentîiient-ils. 
Dans son mémoire de iS'i5 (-), Ohm prend comme source un élé- 
ment Cuivre-Zinc à auge de o"'/^'^ de haut sur o"',.îo de long. Deux 
gros fils partant du cuivre et du zinc aboutissent à des godets de 
mercure dans lesquels on plonge les extrémités dea- conducteurs à 
comparer, (pii sont : un i>ont gros et court (m centimètres), et 5 fils 
de I , rj. 6, 10 ^ et x^ pi»'ds de longueur, et de o,:i ligne (o'"'",; en- 
viron de diamètre. 

Près d'une partie re<!tiligne des conducteurs fixes, se trouve une 
aiguille aimantée suspendue à im fil de torsion, comim» dsiiis hi 
balance magnétique de Coulonîb. On mesure la force uiîitmélique en 
intercalant les fils dans l'ordre suivant : 

jiont, 1, pont, '\, pont, (», pont, 10 -, pont. 2,'i, |)(»nt. 

I) Proc. f{oy. Soc. t., IV. 

ii Vorlaûfige Anzpige des (îpsr^tzps iinch wflrlipm Molnllo »lip Oonlr.rlelrc- 
tricitAt Icilcn. — Poffff. An?i. B» IV. p. 7|,.«S : cl Jahr/^. dcx Ch. Phya, 
Schv:eiffgey\ t. LXIV, p. iio-iib. 
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D'un grand nombre de séries, Ohm d<M]uit les valeurs moyennes, 
seules publiées, de la perte relative de la force magnétique pour 

chaque fil, comi^aré au pont évidemment --r-— > perte que repn*- 

sente très bien (même |)our un fil encore plus long) la formule empi- 
rique 0,4 1 log (i + /), en appelant l la longueur en pouces des 
fils additionnels, 



23 75 

o38 0,78-0,75 
0,57 0,77 



24. — Soupçonnant que la constante 1 correspond à la partie fixe 
de son circuit, formée de 4 pieds de gros fil ( 1 ' , 25) qui équivaudraient à 
1 pied seulement de fil fin (*), il remjdace presque tout ce gros fil par 
du fil fin. ce qui donne \ïout le oireuit fixe 2^,9 et une série d'expé- 
riences ainsi faites s'accorde très bien avec la nouvelle formule de 
perte 



Fil 


Pont 


I 


3 


5 


10 3 


Perle obsen-ée. 





0,12 


o,a5 


0,35 


0,43 


Formule. . . 





o,ia 


o,x» 


0,35 


o.i3 



0,575 log (1 + ^). 



Ayant remarqué que lorsqu'on substitue un fil long au pont, la 
force magnétique croît pendant une demi-minute au moins, et que 
l'inverse se produit lorsqu'on remet le pont, ce qui pourrait entraî- 
ner une erreur de deux divisions du tambour et même plus (sur i5o 
au maximum), si Ton faisait les lectures trop tôt, Ohm fait deux 
nouvelles séries, bien concordantes, avec i^,b de fil fin en circuit 
fixe, et la formule de perte qui les repi*ésente bien est 



0,45» log (n-^^). 



(1) On voit qu*Ohm ne soupçonnait pas encore la loi de la section, car 
est plus petit que Tunité. 
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25. — L'expi'TÎence établit donc la loi do perle : m log ( i h- -1. 

Cette loi renfl bien compte des effets observés par Wollaston, par 
Gili»ert, et du fait remarqué par Poggondorff, ((ue, au delà d'un cer^ 
tain nombre de tours de fil, l'action exercée p^ir un multiplicateur 
n'augmente plus ; cette action doit même, si c»n continue à ajouter 
des tours de fil, décroître indéfiniment. 

Le coefficient m dépend du circuit fixe, du diamètre du conduc- 
teur, et prol>ablement do la tension de la pile. Tn premier aperçu sur 
h»s changements de la pile, conduit Ohm à un énoncé jMiradoxal (*j, 
remplacé ilans une addition (*) [rtir les deux énoncés suivants, qui 
sont exacts : 

1. La /orctf électrirpie (électromagnétique) est, pour chaque con- 
ducteur, maximum au premier instant de la fermeture de la pile, 
pais dé<*roit et atteint un minimum, en supposant invariable le con- 
ducteur liquide. Quand on ouvre le circuit pendant longtemps, elle 
reprend sa valeur primitive. 

3. Ce minimum est beaucoup moins différent de la videur initiale 
avec les longs conducteurs qu'avec les courts (à égalité de diamètre). 
O qui explique plusieurs faits connus relatifs h rincandescence des 
fils à la Wollaston par la pile. 

26. — Tel est ce premier mémoire (') d'Ohm, uniquement expéri- 
mental. Faute d'une pile constante, doux actions indépendantes, 
la résistance des conducteurs, la polarisation de la pile pour un 
ilébit déterminé, liées seulement [)ar une technique invariable, 
conduisent aune loi unique dont Ohm ne iH)uvait rien tirer. Sachant 
ce qu'Ohm lui-même nous apprendra bienlot, nous i>ouvons écrire, 
pour chaque état i)ermanent do la pile associée à un conducteur l 

E = I p :a -h 1} 

i<j P. m. Enonce en ilaUqucs. 
('^ P. 8:-88. 

T; ie laisse de côté nue digression sur la manit're de régénérer la mousse de 
^ne épuisée. 
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OÙ E est la force électromotrice fonction de î, él o un facteur 
constant. Or l'expérience a donné 






on a donc 

m 10,(1 '"' '""' 

D'où l'on tire facilement la loi de i)olarisation de la pile employée par 
Ohm, en fonction de Tintensité qu'elle fournit 

loi très différente de celle qu'il adoptera, cinq ans plus tard, comme 
conséquence de nouvelles expériences et des travaux de Fechner : 

E = Eo — al. 

et qui elle-môme, n'est qu'une première approximation de la loi vé- 
ritable, trouvée juir Crova {Ann, ch. et phys., t. LXVIII, 1 863 et 
t. IV, i865). 

E = A — Be"" • s 

et fiénérallsée par Dartoli (N, Cim., i88o) en séparant le rôle des 

deux électrodes 

I I 

E = Al — Bje"" ** Si -H A, — B,e ""' S, 

27. — Ce même volume de Schweigger contient l'analyse des tra- 
vaux de Becquerel, de Barl(»w, avec des remarques de Schweigger et 
d'Ohm à ce sujet (*), ainsi qu'un ordre de conductibiHté des métaux 
[)ar Ohm {Lettre, j). 245). 

L'année suivante (*), constatant le désaccord de ses résultats avec 

(*) Voir Ch. précédent. 

(^) Bestimmung des Gesetzes, nach wclrhem Métallo die Conlactelectricitdt 
îeiten, nebst einem Entwurfe zu einer Théorie des Voîtaischen Apparates und 
des Schweiggerschen MultipUcators. — Jahrh. dcr Ch. Ph. Schiceigger^ 
t. XLVI, i8a6.p. 137.166. 
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roux de Harlow et ceux Ho Bccqiiorol, qui vionnonl do paraître, Ohm 
repi-eiid la queslion on porfcctionnanl sa f(*clinique. Il note (Fabord 
que sa pile à auges, fermée en court circuit, décroît ienioment pen- 
dant plus do deux heures, ot remonte lorsqu'on ouvre le circuil. 
Pour éviter ces grandes variations, il laisse d'abord la pile baisser 
considérablement avant do commencer les mesures, et quand la va- 
riation est devenue trèn lente, il n'ouvre plus le circuit; il met le 
nouveau fil en dérivation dans les godets de mercure, avant d'enlever 
le premier. 

Il détermine les longueurs équivalentes de différents métaux sous 
le même diamcHre. 

Puis il cherche la loi de la section sur dos fils de diamètres com- 
pris entre o*.i2 et i',/{o et obtient le résultat suivant : « des-conduc- 
« teurs cylindriques de même nature et do diffén^nts diamètn^s ont 
« mome conductibilité lorsque l(»nrs longueurs sont proportionnelles 
« à leurs sections droites : loi déjà obtenue par Barlow et par Bec- 
« qucrol dans leurs recherches. » Les plus gros fils s'en écartent 
bien un peu, mais cela est attribué par Ohm à Tétat de leur sur- 
face. 

Tout cela lient en dix-sept lignes, sans un seul nombre justificatif. 
C'est que la loi d»> la section pouvait être regardée comme acr[uise 
par les mémoin*s de Davy et de Becquerel ; c'est sur la loi de la 
longueur h égale section que |)or taille désaccord, c'est cette loi qui 
fait le prin(!ipal objet du mémoire d'Ohm. 

28. — Pour cette recherche, dans laquelle le circuit extérieur est va- 
riable, Ohm abandonner l'emiiloi, trop peu sûr, de la pile h auges ot re- 
court, sur le conseil de l*ogg(Midorf ,à la pile thermoél(»ctri(iue(luivi'e-Bis- 
muth, associée h la balance de torsion magnéticpie comme le montre la 
figure a, exacte» reproduction de celle d'Ohm, qui s'explique d'elle- 
inéine. ah b'a' est le bismuth, dont les branches verticales sont fixées 
au cuivre chacune par deux vis. Ces deux bnmches verticales sont 
maintenues Tune à loo", l'aulre h zéro, au moyen d'étuves de laiton 
à double paroi, sans contact avec la Vîq)cur ou la glace. 

De la description détaillée donnée par Ohm, j'extrais seulement 
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ceci : Taiguille aimantée est supportée par un ruban d'or plat (*), 

préférable au fil de torsion 
rond, surtout pour la fixité 
du zéro, même après une 
torsion de trois tours en- 
tiers sur une longueur de 
75 centimètres seulement; 
l'extrémité de Taiguille, vi- 
sée h la loupe, était ramenée 
au zéro à 7^ près, ce qui 

correspondait à > de divi- 
sion du tambour supérieur 
de torsion. 

Après quelques somaines 
d'usage, la pilo thermoélec- 
trique est devenue parfaite- 
ment constante. Pendant le 
passage du courant, Tai- 
Fig. 2 guille aimantée reste fixe 

indéfiniment, au lieu de subir ces mouvements irréguliers qu'on ob- 
serve avec les piles h liquides. 
A titre d'exemple, voici deux séries de mesures (i5 janvier) : 




LonçuRor de» filf 


Torsions observées 


Clcnléei 


X pouces 


(IV) 


("f) 


6800 : (X + M'U) 


3 


3o5</; 


3o5 


3o5i/s 


•4 


a8r '/-i 


a8a 


aSoi/j 


6 


>:><, 


a58t/, 


afK) 


10 


334 


aa3 '/j 


aa4 3/; 


18 


':8</i 


■:8 


177 V» 


34 


ia4»/4 


ia4»/4 


laT.V* 


G6 


:9 - 


78 


79 


iSoP'/rI. 


44 '/i 


44 


4r. 



(1) On sait en outre depuis Saint- Venant que le moment de torsion est con- 
sidérablement moindre pour le fU laminé. 
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Plusieurs autres ne sont pas moins l)onnes. La force mafinétique 
est «loue bien donnée par la formule 

b -^ X 

Dans les piles <\ liquides, la force olectromotrire a (die erregonde 
Kraft) est incomparablement plus grande que dans les piles thermo- 
électriques (*) et h n'est comparable que grAce à l'énorme surface des 
électrodes de la pile à liquide. 

G>tte formule est d accoitl avec celle qu*a obtenue Becqu(»rel pour 
de i»etites variations relatives de j: par rap|>ort à by qui compre- 
nait la résisUmce du gnlvanomctre multiplicateur. 

29. — Ainsi en i)ossession delà loi de la résistance des conduc- 
teurs. Ohm en poursuit immédiatement les ap|)lications théoriques : 
j'en donnerai seulement les énoncés abrégés. 

L'intensité du courant fourni en court circuit par un nombre quel- 
conque d'éléments Volta en série est la même que celle d'un seul 
élément ; mîiis si les éléments sont montés en parallèle, Thitensité 
est proportionnelle à leur nombre. 

L'inbmsité du courant fourni sur uu cin^uit très résistant 
par des éléments en série est sensiblement proportionnelle à leur 
nombre. 

Dans les autres cas elle est intermédiaire ; il cite à ce sujet des 
obs4?rvations de Bischof. 

Puis il discute le nombre de tours de fils du multiplicateur eu égard 
à la résistance du reste du circuit, et montre Texistencedu maximum 
(1 action, dépendant du nombre d'éléments de pile employés, de 
leurs dimensions, etc.. d'une manière tout à fait conforme aux obser- 
vations an tcîrieures publiées par Poggendorf sur ce sujet (1821), et 
dont Nobili n'avait rien soui)çonné. 

\}) En note, p. i5fi, Ohm indique l'énoncé do Davy ; « Conductibililé propor- 
lionneUe h la masse du fil » ; en oubliant d'ajouter, « sous la m<^me longueur » 
pe qni le rend faux. Il cite l'inl^iressante exiKTJence de comparaison entre le 
fil rond et le fil laminé. V. p. i4 ci dessus. 
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30. — Quelques mois plus tard (/), Ohm annonce qu'il a été assez 
heureux pour déduire, avec Taide des mathématiques, de la notion 
connue et fondamentale de tension électrique (electrische Span- 
nung) eîitre deuo) corps différents^ deux lois relatives à l'état inté- 
rieur des corps qui subissent Taclion de la pile électrique. 

« Ces lois paraissent définir complètement le phénomène clans 
les conducteurs solides ; pour les liquides de la pile Ohm se 
réserve encore. Dans cette pubUcation il énonce seulement ces 
lois, et en tire les conséquences principales pour les courants 
constante et uniformes, sous la forme mémo qui est devenue clas- 
sique depuis. 

« Ces deux lois fondamentales sont (^) 

(a) X = kw jy 

(b) u — c = ±j a, 

Ar, pouvoir conducteur de la matière ; 

/, longueur du conducteur prismatique homogène ; 

w, section droite ; 

a, tension électrique entre ses extrémités ; 

a?, distance comptée sur le fil à partir d'une section arbitraire ; 

X, force (Starke) uniforme du courant électrique tout le long du 
conducteur ; 

w, intensité de rélectricité qui agit sur Télectromètre au \mni x ; 

c, une quantité indépendante de x, » 

L'équivalence des fils de longueur proportionnelle à leur sec^tion 
droite a été découverte « d'abord par Davy, plus tard imr Barlow, 
Becquerel et moi (^) », toutefois pour des fils qui ne constituaient 
qu'une petite partie du circuit total. 

(*) Avril 182G. — Vereuch einer Théorie der durch galvanische Kriifte her- 
vorgebrachlen clectroscopischen Er8cheinuiig<)n. — Vogg. Ann. V[, 45^*4^, 
et VU, 45-54. 

(2) P. 4f)o, /. c. 

(3) Loo, cit., p. 4^»3. Je n*ai rien vu de si précis dans Barlow. 
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« A* définit la conduclihilité 8i)écifiqu<» il<' la iiirme inanièro que Ioî* 
t'xpériences dn Becquerel et Jes miennes. » Toutefois, lobservation 
que j*ai faite (sur l'argent) que des conducteurs de mî^ine nature chi- 
miquo n'ont pas toujours la même conductibilité semble indiquer 
l existence de quelque autre influence. « Quant à la loi (b), elle a été 
déduite par moi antérieurement de nombreuses observations soignées 
îait«*s an moyen de la pile thermoélectriquo, publiées au Journal de 
Schweigger > avec des applications variées. 

A CCS ap])réciations liistoriques il semble qu'il n'y ait rien à clian- 
f:er aujourd'bui : Timportante loi de la section a bien élé découverte 
par Davy, mais unû énoncée ; la relation avec les actions électrosco- 
piques et toutes les fécondes applications de ces deux lois réunies 
soDt dues, sans conteste, à Ohm. 

31. — Voici un sommaire très succinct de ces consé^iuences théo- 
riques : 

A. — Phénoynènes électroscopiques dans un circuit simple. — 
Notons qu(; Ohm précise les cin^onstances extérieures qui influent 
sur la constante c, suivant que le circuit est entièrement isolé, ou 
est. par exemple, en communication parfait*? par un de ses points 
avec le sol. Eléments associés en tension ; influence de la résistance 
du circuit extérieur comparée à celle de la pile. Tensions électrosco- 
fiiques le long de la ])ilo, en supposant qu'à chaque lieu de dévelop- 
f>ement d'électricité tout le changement diî tension de la pile se pro- 
duit brusquement; tensions dans le conducteur liquide. Etat d'un 
circuit qui contient deux piles en opposition. 

Le mois suivant, Ohm écrit fi Poggendorf cpie lexpérience a c<m- 
firmé siîs déductions théoriques (*). Une pile à colonne de cent dis- 
ques, fermée imr un fd de laiton de 3oo pieds et d'un sixième de 
ligne de diamètre, ne donnait entre, ses pôles qu'une tension a peine 
>ensil)le à Téleclroscope condensateur et comparable j\ celle d'un seul 
*'lémenl ouvert. En remjdaç<mt le fil de laiton j)ar un fil de fer tn^s 

(U Ein Nachtrag zu dom vortstehcndeii Aufsatz dos H. D. Ohm. — Pogg. 
i4nn., t. VII, 117. 
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fin (n° i5) de mt^mo longueur, la dlslribution devint sensible môme 
sans condensateur : Avec une pile à tasses de douze petits élé- 
ments, réunis i)ar le même fil de fer, une extrémité mise au sol, 
Fautrc extrémité « exj)lorée au moyen d'un éleclromètre, sans con- 
densateur, très sensil)le » lui donnait une impulsion. 

Ceci fixe bien la définition expérimentale de la tension de Ohm. 

L-ex|)loralion du liquidt» inlérieur de la jûle a donné des singula- 
rités. 

32. — Toujours soucieux de contrôler ses vues théoriques, Ohm 
public au début de 1827 de nouvelles recherches expérimentales ('). 11 
s'agit de la loi de^ sections droites de Davy, d'après laquelle « réliH»- 
tricitt», pendant qiiVlh» ])arcourt les corps, est également répartie 
entre toutes leurs ])arlies. » Gîtte ])ropriété i)anut si op|K)sée à la 
distribution suj)erficiell(» de Télectricilé en repos, qu'une nouvelle 
preuve expérimentale n'est i)as sup<»rflu(\ 

Avec sa pile thermoél(Ttri(pie (»t son galvanomètre de toi*sion, Ohm 
compare d'abord un fil de laiton de iG pouces 4 lignes de longueur 
avec un autre bout de; môme longueur laminé jusipi'à être sept fois 
plus large qu'épais, et il trouve 1 29 ' pour l'intensité avec le fil 

rond, i32 ^ avec le fil aplati ; ces deux nombres doivent être regardés 
comme siMisiblement égaux. Touh^fois il perfecli(mne les prises de 
contiicl avec ses godets de mercure, pour être assuré d'opérer tou- 
jours sur les mêmes longueurs ; et opérant sur 8 fils identiques pla- 
cés côte à cùl(», puis sïir 3 fils différents combinés en dérivation de 
toutes les manières, Ohm trouve l'obscM'vation et la théorie d'accord 
à moins de deux divisions près du himbour de torsion sur un total 
de 100 à 3oo divisions; ayant constaté celte concordance étroite, 
il ajouttîi «cm voit combien la loi qu(» j'ai établie diffère de celle trou- 
vée» par Dîivy et confiiniée par IkH:quercl ; et on pimrrait encore 
(»xagérei* cette différence en changeant les dimensions du circuit ». 
Gi»llc différent» n'existe (pie dans l'imagination d'Ohm. 

(M Kiuige electrische Versuche. — Jahrb. dcr Chem. Ph. Schweigger, 
XLIX, 1827 p. I. 
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33. La théorie mathématique du circuit galvanique ('). — 
L«' livre (rOhiii ilébuti* par uno Imrodcction, longur de plus de 
3o i»a;:rs. dans la({i](dlr l'éiioncr des pnnci[>es ipi'il a découverts est 
;ip|ilic|né à IVtude g^Hunélrupir el al^'ébriciue drs counuds constants, 
(li'st une forme perfectionnée et complétée du mémoire de 1826. 

Viennent ensuite trois chapitres : 

Chapitrb a. — Considérations générales sur la proi»agation de 
1 éleclriciU'». 

Chapitre B. — Phénomènes de tension. 

CuAFiTRB C — Phémmiènes d(» courant. 

Ai*pb>di(:b. — Sur les actions chimi(jues qui se produisent dans le 
cii'cuit galvaniqu(; et sur les variations (Pintensité (|ui <*nsont la con- 
séquenc<î. 

34. — Sans analyser cette œuvre (»n détail, prenons-y c|uelques 
ntationsfpii nous renseigneront Jnen sur le vnii |M)int de vue (rOhm. 

Premier principe. — Distribution d(; rélectricito dans Tinténeur 
d'un seul et même corps : « Je suis parti de la supi)Osition qu'une 
molécuJe éhxrtrisée ne peut (^ommuniffuer d'électricité qu*aux molé- 
cules contigués, de telle sorte (lu'il n'y a jamais d'échange immédiat 
entre des molécules situées à une plus grande distance. » 

I)eu.rihne principe, — Disi>ersion de l'électricité dans Tatmosplièn; 
airibiante. <f J ai adopté la loi (pie Cioulomb a déduiU' de s(»s exjM}- 
riences »... « dans le C2is d'un circuit gsdvanicjue, comme rélc^clricilé 
rircule rn très grande partit? dans l'intérieur des corps, il n'y (»ii a 
qu'une très jielite partie qui soit soumise à Faction de lair, de sorte» 
qijr* la dis[*ersion est comparativement très petite et n'intem(»nt 
que rarement dans les cx|M3riences. > 

Troisième principe. — Mode de développement de l'électricité au 

'\ Di'S galranische Kette^ mathematisch bearbeitct^ vou 1)' G. S. Ohm. Ber- 
lin, 1827, bel Riemann. 

En anglais, tradoit car Wiuiam Francis, étudiant en philosophie de l'Uni- 
vereilé de Berlin, dans Scientific Mcmoirs... edlted by lUchard Taylor F. S. A 
V ol. II. i85i, p. 4oi-43*) et 437-500. 

En français , Traduction, préface et notées i)ar Gacgaih, iS^io, MauitBachiueb. 
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point do ronlacl do deux corps hétérogènes. « La forte éleclromo- 
trice 8(î trouve déniiio p«r le principe suivant : Quand deux corps 
différents st» touch(Mit, il s'établit au point de contiict une différence 
constante entre leurs tensions. » 

« &»s deux dernières lois sont purement expérimentales, mais la 
preniièn* est, en |)arli(» du moins, liy])otliétique. » 

« Los équations que Ton obtient sont de la môme forme que celles 
qui ont été. établies par Fourier et Poisson pour la propagation de 
la chaleur, et elles i)euvent être Irait/îes d'une manière analogue... » 

36. — Les alt(''rations chimiques qui se produisent dans les parties 
liquides du circuit compli(|uent le phénomène et en auiient hi vraie 
nalure ; u j'ai donc étudié séparément hs circuits galvanicpies qui 
!ré|)rouvent «Taltération chimique dans aucune de leurs parties » et 
consacré un appendice aux nutn»s... « Pour (prune théorie soit utile 
et durable, il faut que toutes ses consécpiencea soient d accord avec 
robsiM*Yation et Texiiérienct^ ; or, en ce (jni concerne la prcmiènî 
classe de circuits ci-dessus mentionnés, cet accoi'd est suffisiimmcnt 
étabh, ce me semble, soit par les exj)érienc«»s antérieures d'autres 
observateurs, soit ])ar celles (pie j*ai moi-même exécutées : ce sont 
ces et^^ériences qui m^oni fait décout^rir la tJiéorie que je développe 
ici et qui JïCont etisnile déterminé à m'y consacre^'' entièrement. 11 
n'iMi (^t [dus de m(>m(» pour les circuits de la seconde classe... ; j'ai 
donc pris le parti de reléguer dans un coin cette classe de cir- 
cuits... )> 

36. — Même en faisant abstraction de la tradition acquise, il (»st fa- 
cile à (*eux qui ont suivi hîs travaux expérimentaux d'Ohm, de voir |>ar 
qut^lle élaboration lat(^nte il a oIa!! ctmduit à F <( hypothèse » qui forme 
son premier princijje ; i)ent-étre peut-on regretter qu'il n'ait pas 
rappelé formellement au début de son livre le fait (^xpc^rimental, 
qui im[)Oses(m hyi)othèse. celui de la participation uniforme de lout^ 
la 8ecti<jn au passage du courant ; fait qui a tant étonné les physiciens 
d'alors et qui suii)rend (Micore tellement tous ceux({ui ont été d abord 
familiarisés av(*c rélectrostalicjue, même quand on ne prend j>as 
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plaisir h jiMcr Ir Iroiibli» dans h'ur «'Sjirit rii y ajoïiUmt dès le dôbul 
la pro|insirnin [lanMloxalc de Kii'cldi(»ff sur iadtMi^itr iiullr d(^ lï^lcc- 
IriciUi dans le ronducleur. Uni' des (ihrasrs cilé«'s plus haut (»t loul 
If \v<W ihi livre luontiv clainiiKMd (pie Ohm n^f^ardail. la drnsilr dr 
IV'U'L'trii ité cniiime fiuii* dans h* coiiduclcur ; nous y n^vieudrons. 

N«ilons encore, «pu* loul m excluant dr sis raisonneiiH'iils rertaius 
le» ivgiuns (lù si^ produis<Mit drs arlions cliiiniipied, Ohm tmih* di^ la 
pili* dt* Voltii. de sa r(''si»ilanre inlérinire, 4'lr. ; Ions ses misonne- 
monts sfHit c<»rreets, pourvu «pie la fdire êltM-lroiii<)lric4* do la pile et 
«irépistanee inliM'ieun^ soient ronstanles ; mais il ne soupçonne pas 
tMiciiH' la liaison entnî hi force dtromposafite et la forec éleclromo- 
trice. 



37. — 11 |»;irait inutile de résumer l'iKTR'inucTio.i ; e^* sont t(»iil4>s 
k< |iri>priétcs riassiipKs des einuits simples dans lëtat permaueiil, 
exjiosées en faisant le )diis larj^e usaj^c» de la reia-ésenlalioii 
gé«)Fn<''trique linéaire {{c:^ tensions le |i>ii«^ d4*s eirciiils avec h's sauts 
bnwpies aux points de contact hétéro^îènes, en insistimt sur ce fait 
qne la position de la lif^ne hrisé»^ ri'|)ivscntalive n'est com|)lèh'ment 
déliTminée que lorsipron sait <pn'l j)i»int est en communicalioii avec 
le sol. Quant à la différence entre les effi»tsdes piles theniHH'hMtiicjues 
**! ceux des piles hydriM''leclrifpies conslaiites) sur les mêmes coii- 
«Inrteurs extérieurs, elle provi(»nt unicpiemenl de ce ([ue la f(»rceélec- 
Iromotrice et la résistance des premières sonl beaucou|) [dus petites 
•jue celles des secondes. 



38. — An début du Ciiapitrk A, Ohm définit la teiisinn de réliM-lri- 
cilê au moyen tie rélcclroscnpe, d'une mîinièrejpii, mnlInMireiisemeiil, 
manque «le netteté (') ; et après (pielqu<\s réfleximis sur le nMe utile des 
hyjiolhèsos mathématiques, il énonce ses hy pot hèses : n Quand deux 
éléments élec^trîque» E et E' créole grandi^ur et de mémo forme, sem- 

r) • On détermine ]ii force avec laquelle l'ôlertroscopp ««st repoussé ou al- 
lirt \AT le corjis avec lequel on Vn mis ni irlalioii (Vcrlùiiduri;:) ; colt<; force 
«ra appelée force élcctroscopiquo du corps A. » 
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blabh^nonl placés ï\m par ra|)p<)rl à Fauln», mais doués de tensions 
inéjialos. sont situés à uni» distanco <*onv('uable l'un do lauln', ils ma- 
nifcstcul uïio tondauco inutu(»lU» V(m*s Télat d'ccpiilihiv, ils vonl coii- 
linui'IliMncMil en se rap|>rnrliaut de la nioycMine de leurs tensions, 
jusqu'à ce qu'ils Taient alleinle, c'est-à-dire que I elal électriqiu? des 
deux éléuieids se modifie iiussi longtemps qu'il existe une ilifférencc 
(Mitre leurs tensions, et (pie cet étal devieid invariable (piand les 
d(Mix éléments sont arrivV's à la même li^nsion ; par consé(pient, la 
variation d(» l'état éleclri(iue et la différence des tcMisions sont deux 
([uautiti'îs lices entre elles, de tcll(» manièn? (|u*elles disparaissent en 
même temps ; nous admettrons qu(» la variation de tension que les 
deux éléments subissent dans un instant (wtrômeraent court est 
|)ro[M>rti()nneIle à la différ(»nc4' des tensions actu(»lles des éléments 
et à la grandeur du temps éaiulé... » 

39. — Remarquons (!(» suite qu'ils'a^'it là d'une hypothèse analogno 
à(M»lle de Kouriert.Mi chaleur, mais bien moins naturelle. En chaleur, 
c'(»st un fait (|U(» IVchang(* se fait graduellement par rayonnement 
entre deux (•<jr[)s (éloignés, et rhyiM)thès(î de Fourier n'est jmiup ahisl 
dire que la réduction microscopique du fait d'observation. En électri- 
cité, rien d(» semblable : (l(»ux corps éleetrisi^sen présence, à distance 
nu |M»u grand(», dans l'air, u'(';chang(Mit ri(»n, à ]a*oprement parler ; 
chacun d'(*ux eons(MV(» sa chai'g(\ ou la p(T(l d'une manièn» indci)en- 
dante, par d(»s fuites, c'est-à-din» (pielqu(^ chose de très mal défini 
et de très confus ; (îe u'(»st qu'à très p(»lit(» distiuice que rechange se 
pmduit. et cela d'une manière discontinue, i)ar aigrett(* ou |)ar 
étincelle ; h» phénonuMu» (lir(M*tem(înt observaidc sur des corps de di- 
mensions finies est donc très différent du phénomène moléculaire 
hypothétique en él(M'tricité ('). 

40. — " Nous avons admis, conformémeni à toutes les observations 
fait(*s jusqu'ici (ï), (pie lors(|ue d(»ux éléments qui ont les mêmes formes 

(i) A ccrlains tî^anls, umi <lifficult<^ aualo|?u6 |H*ut.i>lro soulevée \H)ur l'hy- 
poilièsii (le FouriiT ; la rt'duction hypolliétu|m' aux (liiiieiisions niolëfiilnires, 
qui sout bien plus petites ([ue les loii^ueur:^ d'onde, csl loul h fait arbitraire 
et î«uii» justifi(Miliou ; jo m'occuperai ailleurs des échanges de ce genre. M. B. 



4 
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Hxlt'ri* uro'* ivai^isscnl Tun sur lautn», di* maiiirn» à incMlifiri- nVi- 
l'î.N|iiiMin*nl Iriir élat «•h»('lrii|U(*. ruii immcI «mi tension précisrnKMil 
autant <|iir Titiitro garnir, aussi lûrn lorsque les deux éléuirnts sont 
•le nature «liff*;renlo, qur lorsqu'ils sont <li* mCmio nalurr ; si Ii'Xjm''- 
riiMioe vrnait à (iéinontivr plus tard que l<»s('or|)S possrdrnt une i)i"o- 
\iT\vii- analogue à celle <[ue, dans la théorie <le la chaleur, on ap|)ell«» 
caisiiilé. la loi que nous avons élahlie devrait suhir inie lép'îre nio«li- 
ff'^ition qui* nous imliiiuerons à l'endroit convenahle. » 

L«»r>iiue les lieux éléments K <*t K' ne sont pas île niénie ^ran- 
'Jeui, il est {ntiuîs de les n»gard«'r comme des sommes formées de 
iurti»-> égales... » ; raisonn(»m<»nt exclusivement ^é(unétrique. 
• D'après cela il est évident (|ue l'expression (jui représente l'action 
iniiturlle tlo deux éléments dissend)lahles. doit être proj)orlionnelle 
nt'D ^'ulcirienl à la différence des tensions et au teuq)s écoulé, mais 
.'iu»i au pT-ïjduit des volumes relatifs di»s éléments ; à l'avi»nir, nous 
ilé>ii:nerons par un nom particulier la somme iki^ tensi(ms nqiportée 
bit lirnndeur des éléments ;ce n'est pas autre chose que le produit 
lie Li tension ])ar la grandeur de l'espace sur lequel Télectricité se 
tn>uvi' ré|i;indue. quand la tension est i>artout uniformément répar- 
tie . Pour ilésî^ner cette grand<»ur, nous nous servirons de rexjïres- 
*ion quanlitê d'électricité... •> 

41. - ^ Lîi conductibilité k élahlie l'utn» d«'ux points est une 
sriDdeiir pnqHirlionnelle au {uoduil (pie l'on ohtient en multipliant 
h «{wintilé d'éh^ctricité y transmise on un <'iMtain temps ilun point 
àlaiiln- par la distance s qui sépare h'S deux poinis. » 

Ce- liypnlhèj^es et défniitionsont pour conséquenci^prescpie immé- 
dia^i* la forimde 

7 = /.■ — - - dt 

tu app»*lant m et n' les tensions d(»s deux éléments de volume 
«rt^.■ ltw|uel:9 se fait rechange. 

42. — Laissant décote une digression sur la préfé*n*nce a<'<ordéc 
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à la méthode (lo Fourier sur celle de Laplace, nous arrivons en par 
tanl (le ces prîiicii)es, à la définilion du courant électrique S 



(A) S = kiù -/- , 



du 
dx 



et par des raisonnements bien connus, à l'équation de propagation 
dans le fd cylindrique 

/ \ du , d*u , 

(a) ..T^__=,A^-._jcM 

10, (»st la section droite du fil ; 

r, est le périmètre du fil ; 

h, un coofficienl qui dépend de Télat actuel de Tatmosphère. 

43. — Quant à y, il importe de citer sa définition, car Kirclihoff 
a eu h rectifier Ohm sur ce point, et Ohm avait laissé entre le gal- 
vanisme i*t rélectrostatique un profond fossé : 

« La variation totale (|u'éprouve dans l'élément de temps lU, la 
tension ti du disque M est 

^^'^ rit . 

par conséquenl la variation totale qu'é|>i'ouvc dans le lemps di la 
quantité d'électricité apparleuani au disque M est 

quand toutefois on arhnot (|U(î des changements égaux <Ie tension 
corresi)ondont toujours à des variations égales de ({uantité. Si 1 ex- 
périence venait h «lémonlrcr qn*une même (|uanlilé créleclricitéfait 
éprouver à «les corps différents de môme volume des changements 
de tension différents, alors il faudrait encore introduire dans Tex- 
pression précédente un coefficient y relal if à cette ])ropriélé des divers 
corps ; jusiju'à présent rcxpérience n'a pas prononcé relativement à 
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ci'lle propriété dont on est conduit ii soui)çonncr l'existence par la 
uianirre dont se comportt* la chaleur ». 

On le voit, Ohm n'a |)as un instant soupçonné lo caractère super- 
ficiel de ccll4* capacité, et son origine électrostatique ; il s'est horné 
à introiluire ce terme par analogioavec la chaleur, supposant la ca- 
pacité |>ar unité de volume caractéristique de la nature du- corps. De 
ce fait, l'œuvre d'Ohm est restreinte aux courants permanents. 

44. — A la surface «le contact de deux corps, les équations de 
continuité sont 

et 



*"Q =*'"■(£) 



OU, s'il y a deux branches dérivées : 

(u) - iu) = a, (u) — (w") = a' 

avec 

*" (S =''"'(Ê') -*-"■(£)• 

45. — Dans le Ciiapitrb R, Tétude des counmts permanents est 
repris4\ sous forme pun^inent (dgébruiue, pour un circuit homogène, 
puis {tour un circ*uit formé d'un nombre cpielconque de |Mirties en 
s«îrie. 

A cette rKM!asion, la notion actuelle de résistanc^c est introduite 
sous le nom de longueur réduite. 

Puis Ohm arrive au cas d'un circuit mis en communication avec 
un nmdcnsateur. 

n y a ici une idéi» fausse, rectifire ]»ar Kirchhoff, qu'il im|K)rle de 
mettre en évidence. 

€ Soit r V espace sur lequel l'clectncité se trouve répandue dans 
un circuit galvanique donné ». u la tension d'un point en coinnmni- 
calioii avec un corps M indéi>endant du circuit, u' la tension de ce 
point avant la communication ; la variation de tension u' — u est 
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conimime à Unis los |»oints du circuit, qm perd par conséquent une 
quantité d'électricité r {v! — w). 

Supposons maintenant que dans l'état d'équilibre la tension de 
Télectricité soit uniforme dans le corps M, où elle occupe lesiwice R, 
on aura 

Rm = r{u' — v) 

si le contiict ne tléveloppe pas de force élèctromotrire. 

Après une ai)plicalion au condensateur, le paragraphe se termine 
ainsi : 

((... L(*s considérations tliéori([ucs aussi bien (|ue les expériences 
qui ont été exécutées sur le ctmrant électri(iue ne laiss(mt aucun 
doute sur ce i>oint, que Télectricité v\\ mouvement pénèti*e dans l'in- 
térieur des corps, et que sa quantité est en rapport avec leur vo- 
lume. D'un autn» côté, il est également certain que Télectricité en 
repos s'accumule à la surface des corps et que sa (]uantité dépend de 
leur étendue superficielle. Il résulterait de là que, dans les /ennuies 
qui précèdent^ r représenterait le volume du circuit galvanique^ 
quand celui-ci serait fermé, et son aire super ficielle quand Userait 
ouvert. Il n'y aurait pas, ce me semble, de grandes difficultés à cons- 
tater ce fait par expérience. » 

On ne saurait être plus (\\plicit(\ et l'eiTCur est manifeste ; mais 
il ne faut pas oublier (|U(» si les mémoires de Poisson éUiient déjà 
anciens, le mémoire fondamental de Oreeu (') n'éUiit pas encore 
paru. 

Quant à l'état permanent avec fuites, et à l'état variable, Obm se 
borne en réalité à transposer les fonnules de Fonrior pour l'ar- 
mille. 

46. — Au Chapitre C, les phénomènes <lo courant permanent, 
sans fuites, la théorie <les courants dérivés, celle de l'association des 
éléments de pile en série ou en quantité, celle du maximum du gal- 
vanonuMn^ sont étudiés analytiquement. 

(0 Essuy on the application of Mathcmatical Analysis to the Theoricif of 
Eleotricity and Magne tism. NomnGUAMj i8'i8 ; cl J. db Cbblli. 
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Eiinn le courant permanent S avec fuites est donné sous la fnrmcî 
fxiKmonliolJi» connue en fonction de ./- et nfissi 8(nis une anti-e forme 
intéressante 

S» = C=^ -h Ao). h. c. u^ 

en fonction de la tension u. 

47. — Dans TAppendicb, Ohm (cherche par des considérations hy- 
pothétiques, qui devaient paraître acceptables de son temps, à dé- 
terminer la force de ti-anslation du courant, sa force décomposante, 
la force d'affinité et la force d(^ réaction ainsi que la loi de conduc- 
tibilité fies mélanges. II obticMit ces deux conséquences : la longueur 
réiluitf* de la partie du circuit où la décomposition s'opère est inva- 
riable ; Tin tensi té du courant S avant qu'aucune action chimique 
»» siiit i»n>duite, et Tintensité S' quand Taction chimique est arrivée 
à l état permanent sont liées par Téquation 

S' = S — ^ .4». (S' -h ^. u>. a) 

L, étant la longueur réduite de tout le circuit ; 

(0, la section droite de lai>artie liquide du circuit; 

1», un V coefficient de force éleclromotrice » (n^ 38 du livre d'Ohm) ; 

i, une foncticm assez complexe (définie au n** 35) ; 

ci 2, une densité (n* 32), 

Ces deux lois, tout hyi>othétiques qu'elles soient, vont jouer un 
r«)lt' important dans toutes les recherches ulléri(»ures d'Ohm, et lui 
s«Tvir de guide i)our l'interprétât ion de s<*s (expériences sur les 
piles. 

48. — Les théories d'Ohm ne devinrent pas immédiatement fa- 
milières aux physiciens. 

n dut fonmir des explications h Pfaff d'Erlangen, rectifier des ci- 
tations de Berzélius, relever des critiques de Pohl (*). 

t Narhtr&ge za 0hin*8 mathemalischer Bearbeitung dcr galvanischen 
Mie ; SeDd:<chreiben desD** O. S. Ohm, Prof, zu Berlin, an den Hofrath Pfaff, 
Prof, zn Erlangen. — Archiv. /tir die gesammle Naiurlehre. Kabtuir, XIV, 

ilki8, p. 4:5-493. 
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A la suite d'un mémoire de Schweifç^er en 1828, Ohm r(»vint sur 
In théorie du multiplicateur (*), entrant dans le dcUiil, et vérifiant au 
moyen de nmltipHcateurs variés toutes les conséquences extrêmes et 
plus ou moins paradoxales de la théorie relativement à rinfluenci» du 
nomhre de tours de fil, de la grosseur du fil, de sa nature, etc., sui- 
vant la pile employée. 

49. — D'autres (questions le préoccupaient ; en particulier celle de 
la chaleur dégagée par le courant dons les fils conducteurs (*). Mal- 
heureusement, il ne remaniue i)as que réchauffement du fil, étant 
indépendant du sens du courtmt, doit être vraisemblablement une 
fonction ])airo de Tintensité; et bien que a les exi)ériences de Chil- 
dren semblent indiquer que le coefficient dont dé[>end l'échauffc»- 
nicnt ne fait qu'un avec le coefficient de conductibilité », il le traite 
comme distinct, et cherche à expliquer toutes les observations anté - 
rieurcs en « (exprimant i^av I : / Tétat d'échauffement des corps ». 
Cela vicie toute la première moitié de ce mémoire, bien qu'il retrouve 
au moins qualitativement un grand nombre de Jaits connus. 

De c(» sujet il pass<> sans int(4Tiiption à des considérations qu'il 
paraît imi)Ossible (»t inutile de résumer sur les fuites par les pointes 
dans l'air ou dans les électrolytes. C'est l'époque où les moyens do 
travail expérimentîd faisiiient tout à fait défaut à Ohm, et le carac- 
tère de s(»s hy[)othèses s'en r(»sseid. 

50. — Continuant à réfléchir h l'objet de son Appendice, Ohm 
réussit à simplifier beaucon[) son hypothèse, en la rattachant à celle 
qui a servi <le point de départ à sa théorie de la conductibilité {^). 

(' Kxperiiiienlalc Beitriigo zu ciner vonslTindigPii Kenntniss de» eleclroma- 
{iiiclisclHMi MuUiplicnlOi'i<. — Jahrb. der ('h. Phys. Scfnoeiggtn\ t. LV, 1829, 

(■-; Tliporrtisrh»* ni'rlHliin^ des (iCHoIxe narli welrhon sidi das Kr^lfdien 
von MoUiUdrâliU'ii durcli die galvaniHclio Kclt« richlel, und nâhere BesLiin- 
inunt; dcr Modifiratioii di«î der cleotrisclie Siroiii durcli dcii Eiiiflu?s 
voii S|)ilxc>n «M'Ioidel; — Anhlv. f. ft t/es. Xntu^ffhre, Kahtner, XVI. iS'jfj, 
p. i-'):i. 

• •*; Nachweisuiifj: eiii».»s ITherjzanges von d«'ui (jesel/.e der Kleclricitat^ver- 
hreitnng^zu dein der Spannuug. — Archiv, fOr die gesamtnte Xaturlehrc. 
Kahiuek, l. XVIl, itJuy, p. i-aô. 
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Imaginons (|uo les deux ol<^in('nls entre lesquels sr fait IVflum^e 
«rélectricitV» |)Oss(»(ient, « outre i<»s tensions variables u et h' (|ui <lé- 
lN*ndenlde F état électrique, des tensions v, v\ invariables Unit que 
la nature funeière des éléments n*ste la même, agissant d'ailleurs h 
disUince suivant les mêmes lois que u \A ti', et intervenant de niî>nic 
«lans l'échange d'électricité » la (|uantité d'électricité échan^éi» en dt 
entre les deux éléments sera 

q = k — dt. 

Dans un conducteur homogène (v' = v) cela no citante ri(^n aux 
conclusions antéri(;ures ; mais à la surface de s<'>parjition de deux 
conducteurs différents v' et v sont différents j^our les deux élé- 
ments situés de part et d'autre delà surface, et comme leur dislance 
s est infiniment petite, le numéi-ateur doit Tétre aussi ; donc 
M -4- »'= M H- r, ce qui conduit à l'énoncé suivant (*) : a Lors(|ue 
deux corps différents d(î forme (|uelconque se touchent en un ])oint, 
il apparaît dans les deux corps, des deux cotés de la surface de 
Contact/ des « électricités libres dont la diffén^ncc est égale à la 
différence des électricités liées apimrtenant à ces cor])s ». Ainsi s1n- 
tnxluit par une hypothèse simple la propriété des surfaces <Ie contact. 

Mais Ohm ne fait pas remaniuer qu<* la forme même de son hypo- 
thèse lui donne la loi des tensions de VolUi, mais ne se concilie ims 
avi»c TexishMicc des piles thermoélectriques (juiiscjue ^1 ip — '0 **st 
évid(*minent nul dans tout circuit fermé), ni même avec celles des 
piles h action chimiques à moins dlnlerprél^r avfc subtilité la ré- 
>erve de l'énoncé initial : «< tant (|ue la ualui'e foncière «les éléments 
reste la même. ». 

51. — Quelques mois jilus lard '^), t)hm rattache wtle hypothèse 
a»xiflé*s moléculaires d'Anifière, en allribuant aux atomes une force 

<*, I* i'|. On remarquera qiio le laiifjiipo n'est pas bien fix^* ; Olini «lésignu 
w et m' tantôt f»ons le nom de « eh'ctrisclie Kmft », tantôt sous le nom de 
* fnîie Klertricilât » ; de mi>n[ie iK)nr r et v. 

(^; Krffânzendcr Naclitra^ zu dein in dieseni Archive ersrliivntMicn Aiifsatzo. 
— Ai'c/tiv, fur d. ges, Nalurlehre, Kakijikh, Hd XVII, i«'jy, p. .\'i'S-.\(}i. 
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déterminée, cai)ablo d'attirer et de repousser les électricités opposées 
qui sont dans son voisinage. Tout atome qui n'est pas neutre attire 
une électricité et repousse l'autre ; et s'il est impénétrable à l'électri- 
cité, il demeure entouré d'une atmosphère électrique qui le neutra- 
lise. Cet état dans lequel chaque atome est neutralisé par son atmos- 
phère, est rélat naturel ; lorsque le corps exerce une action électrique 
au delioi*s, leb atmosphères ne compensent plus exactement l'acticm 
atomique. Le corps qui par le contact avec un autre s'électrise positi- 
vement, est celui dont réleclricitéliée est la i)lus négative. 

52. — Fechner, qui avait fait des ox[>éricnces extrêmement soignées 
sur les lois des courants, exjiosa la théorie (rOhm dans le ti'oisième 
volume de la traduction de la Physique expérimentale de Biot, et 
Ohm y ajouta un supplément (1829) (jui parut à part Tannée sui- 
vante (i83o) (*), pour discuter quelques-unes de ces expériences, en 
l)articulier celles effectuées par Fechner sur des piles eau acidulée 
chlorhydrique, zinc-cuiNTe, zinc-élain, étain-cuivre, pour différentes 
distances des plaques, et différentes longueur des circuits extérieurs. 
Après avoir discuté Tordre de grandeur des erreurs de mesure de la 
force magnétique [)ar la méthode des oscillations. Ohm montre que 
les divergences vnovme'i trouvées par Fechner entre les forces ma- 
gnétiques observées el calculées, ne correspcmdent en réalité qu'à des 
erreurs de Tordre de 0*1, sur les durées d'oscillation d(»s aiguilles ai- 
mantées et rentrent par conséquent presque complètement dans les 
incertitudes expérimentales, bien qu'une allure un i)eu systématique 
permette d'y retrouver hx variation progressive de la force élcctro- 
motrice depuis la fermeture du circuit. 

Puis une étude expérimentale (^j approfondie de la conductibilité 
unilatérale du savon, de Talbumine, de diverses flammes découverte 
par Erman, lui fournit l'occasion de préciser ses idées sur les causes 
de l'affaiblissement apparent des piles. 

I* (îehorchi ilio liydroclcclrische Kctte dcn von (1er Théorie ihr vorgeschrie- 
benen Gesetzen, oder niclit .' V'rage und Aiitwort. — Jahrb. der. Ch und Phys. 
{Mo, I. LVrri p. 'M)^-\2(j. 

(-) Versuche zu oiner nilhern Bcstimmung der Natur iinipolarer Leiler. — 
Jahrf, Ch, Phys., f i83o), l LIX. p. :î8',-.13r» ; et t. LX, p. 3a-59. 
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53- — En i83i, paraissent plusieurs mémoires (').(l'01mi. Lt» ré- 
sultat le plus intéresstmt des nombreuses expiTiences faites sur un 
seul couple avec Télectroscopii BoliiienborgiT est riuvîiriabilité «le la 
tension «le la pil<», quelles que soient t<)ut<»s ses dimensions, confor- 
mément aux expérien<'es antérieures de Fecliner. La seconde partie 
du mémoire est remplie par une longue discussion des diverses opi- 
nions émises sur le siège et Torigine «le la fonte électromolrice «lans 
les piles à liquides. 

Dans le second «le ces mémoires (') Ohm, repreml l'élude générale 
du circuit, la discussion de Texpérience «lu condensateur à plateaux 
zinc-cuivre, la distribution des tensions lorsqu^on a«lmel un saut 
brns<[ue non seulement au contact zinc cuivre, mais aux deux con- 
tacts avec le liquide, à propos d'expériences de Pfaff, de Jœger, de 
Ft'chner, etc. Puis, décrivant les modifi«*ati«)ns qui se produisent 
dans la pilo depuis sa fermeture, il conclut que la force électromo- 
tri<e et la n'^sistance intérieure peuvent se modifier par l«> passage du 
courant. Pour montrer que les variations «le la force électromotricc 
suffisent à expliquer les variations observées, il institue des expo- 
rii'nces de mesure iK)ur ces deux quantiU'^s séparément : résistance 
intérieure et force électromotrice de la pile (t. LXIV, p. 29-33). C*est 
!i leurs variations sous Tinfluence «les variations «lu cir«*uil extérieur 
«pi'il ratUiche les ondes (wogen) «le la pile, causes de tant de soucis 
p«:»ur les physiciens do cette époqu«'. 

54. — Enfin, il discute la question «le la résistance au passage 
introduite par Fechner dans ses études sur les variations de la pile. 
Ohm regarde comme établie par ses études rexisten<*e «l'une force 
électromotrice négative («le polarisation) dans la pile, proportion- 

1} VersQche iiber den electrischen ZuBtand dcr gcschlossenen einfachon gal- 
TanLschen Kette und daran geknûpfte Bcleuclilung oiniger dunkclor SleUon in 
der Lehre vom Galvanismus. Jahrb. der Ch, Ph. Schweigger, t. LXIII, 
p. i-2*i ; 109-189. 

(-' An That^achen fortKofûhrto Nachwoisun;; dos ZuBammunhangs, in >vel- 
clipiu die nianni^faltigim KigonMiunilichkeil<Mi ^alvanischer, insbesondere 
h)Jn)elcclri8clier Kelten unter einandcrsti^hen. — Jahrb. Ch. Ph.Schweif/ffer, 
t. L\UI, p.3»5.444; t. LXIV, p. 10.:$; ; liiS-iôS ; aa7-2«3. 



*:*'-^_< 



46 PROPAGATION DB L'iLBGTRlGITÉ 

nelle à la densité du courant dans la pile ; ce qui, h rcsislance in- 
terne invai'iable, donne pour le courant initial (avec nos notations 
modernes) 

1=Ç 
"o— R 

et après que la polarisation s'est établie 

E - at J 

I = ? 

R 

d'où 

I = -«- 

ce qui est la môme formule que celle d<* Fcchner. Tout on consta- 
tant cet accord, Olim défend son interprétation du phénomi^ne. Puis 
il examine l'influence de Tinégale étendue des deux électrodes et 
montre comment elle permet de déterminer séfiarément ce que don- 
nent chacune des <leux électrodes dans le terme a : S, qui devient 
a' : S' -f- a" : S\ Enfin il conclut tout ce l(mg travail, en exprimant sa 
satisfaction, je dirais prcs(|ue son B<mlagemenl, <ravoir moutn* com> 
ment les actions qui se produisent dans la pile 8'interi)rètent, elles 
aussi, conformément à sti théorie générale, et d'avoir ainsi levé les 
doutes qui l'avaient conduit à rejeter en appenilice dans son livre de 
1827 des vues un peu aventureuses sur les liquides dans lesquels se 
produisent des actions chîmi(iues. 

Cette discussitm continue en i833('); Fechner n'accepte aucune 
des remarques d'Ohm : celui-ci revient sur le sujet, tant au point de 
vue de la discussion numérique des expériences^ qu'au point de vue 
de l'interprétation des formules ; Fechner tient à introduire une ré- 
sistance au passage, qui a longtemps encombré la science ; Ohm 

(') Zur Théorie der galvanischen Kctte ; von Fbcbubr^ t. LXVII, p. i'j7-i34; 
— et même titre Ohm, t. LXYII, p. 34i-3r>4. 
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maintient que cette action à la surface doit être refçartir*c comme une 
lorce ♦Hectroinotrice. 

Asifiiuiler encore en i832 (') un inénKÛre d'éleclrostatique.ù pro- 
HOMlexi^Tiences «le Pfaff dans le(|uel Ohm établit ronfonnrnient 
auxi«l«''es de de Luc (Nouvelles id<'»es sur la imHrorolo^ie, CIi. v et 
Ml) (ju«» les électricités cachées dans les corps, agissent aussi bien 
que les riet-lricilés libres, i)Our s<) re|H)usser ou s'attirer mutuelle- 
ment. 

55 — D'après cette longue analyse des travaux d'Ohm en élec- 

Iricilé, son (euvre nous apparaît sous un aspect auquel nous ne 

sommes i>as habitués en France. C'est par un labeur exi)érimental 

iucessîint qu'Ohm pn'parait ses méditations sur la [)ropagation de 

leiectricité, tant dans les métaux que dans les liquides ; ce ne sont 

pas ses hy|K)thèses qui lui ont fait découvrir les lois des résistances 

et (les courants dérivés, ce sont ses expériences. GVst parce que les 

hvfxjllièses de la théorie de la chaleur de Fourier, transi)ortées en 

élt-clriciUK conduisaient directement aux lois expérimentales des 

Courants électriques constants, qu'il les a si facilement adoptées, 

tandis f|u*un examen un ptm approfondi eût pu le faire hésiter à les 

prendre pour bases de sa théorie. Ainsi considérée au milieu de ses 

aulres mémoires, sa Théorie mathématique du circuit galvanique 

c>t bien ce que devait pro<luire dans un esprit capable d'abstraction 

la notion de résistance acquise expérimentalement. 

Plus curieux des phénomènes naturels que des conséquences ma- 
tliéniatiques et des applications éloignées, Ohm s'est contenté de 
moiitn;r la fécondité de sa théorie dans le cas des courants cons- 
tants ; il n*a pas hésité à consîicrer encore de nombreuses années à 
la ^.'Cherche exfiérimentale des i)hénomèn('s ([ui se produisent dans 
le? piles hydroélectriques, dans l'espoir mallumreusement déçu d'en 
résumer les lois aussi clairejnent et exactement qu'il avait réussi à 
k faire pour les métaux. 

'> l'*;\i*'.r eiue verkonnlc Eigenscliaft der gebnndenen Klecirici lai ya/i^/- Ch. 
/'^.//o. Schweigger^ t. LV, p. 139-147- 
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Bien que surtout connu par l'œuvre dans laquelle il a donné la 
forme mathématique générale des lois des courants constants, c'est 
d'une curiosité de physicien qu'Ohm a toujours été animé. Aucune 
des difficultés mathématiques (existence et unité de la solution, par 
exemple) ne parait Tavoir inquiété. Ohm était un vrai « Natur- 
forscher ». 



CIIAPITIIK IV 
KIRCHHOFF. — CLAUSIUS 



S6 — Kirchhoff ne s'est pas attaqué dès le débat aux principes 
mêmes de la théorie d'Ohm ; il a commencé par en faire des applica- 
tions : distribution du courant électrique dans un plan (*), théorie et 
expériences ; répartition du courant entre des circuits linéaires quel- 
conques (*); application des résultats précédents à des circuits dont 
certaines parties ne sont pas linéaires. (') 

C'est dans ces Mémoires que se trouvent ce qu'on a appelé depuis, 
dans la théorie des courants dérivés, les deux lemmes de Kirchhoff ; 
(lans le dernier, est établie Téquation de Laplace, pour l'intérieur du 
corps, 

lu = 
et les équations de surface 

poar la tension (Spannung) u d'Ohm. On y trouve aussi les résultats 
vivants : la solution est unique ; la résistance d'un corps étendu en 

f'iUeber den Durchgang eines electrischen Stromes dorch elne Ebene, ins- 
beioDdere darch eine KreisfOrmige. — P.A , LXIV, i8/«5. 

.^achtrag zu dem vorigen Aafsatze. — P.i4.,LXVII, 1846. 

^} Ueber die AaflÔsang der gleichungen, auf Welche man bel der Untersu- 
ebnog der linearen verthellang galvanischer StrOrae gefQhrt wird. — P. A., 
tXXII. ia47. 

(*) Ueber die Anwendbarkeit der Formeln ffir dio IntcnsitAten der galva- 
iMcben Strôme in einem Système linearcr Leiler auf Système, die rum Theil 
tosniehi linearen Leitera bestehen. » P. A., LXXV, 1848. 

4 
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volume, avec deux petites électrodes fixes, est tiéterminée ; la quan- 
tité de chaleur définie par la I(»i de Joule est minimum avec la 
répartition d'Ohm. 

57. — C*est seulement après s'être familiarisé par ces premiers 
travaux avec la théorie d'Ohm, que Kirrhhoff s'attaque aux princiiws, 
et mot en lumière la relation précise entre Télectrostatique et les prin- 
cipes d'Ohm, relation entrevue d'une manière un peu confuse et in- 
termittente par ce tlernier. Analysons en détail ce mémoire (*), court 
mais fondamental. Les hypothèses d'Ohm ne sont pas toutes comi>a- 
tihles avec ce que nous apprend Télectrostatique ; en parliculier celle- 
ci, que, dans l'équilihre, l'électricité est répartie avec une densité uni- 
forme dans tout le volume du conducteur. Or il n'est pas douteux 
que l'équilihre doit apparaître comme un cas limite dans la tliéorie 
des courants; Kirchhoff se propose de montrer comment les formules 
d'Ohm se déduisent des lois d'attraction et de répulsion électros- 
tatiques, à l'aide d'hypothèses tout à fait naturelles. 

Dans un conducteur en écpiilihre, la force électrique est nulle à 
l'intérieur; le potentiel est uniforme, (»l l'électricitc est réi)artie 
uniquement à la surface. Lorsqu'on met en contact deux (*onducteurs 
différents antérieurement neutres, l'un devient positif, l'autre néga- 
tif ; dans chacun d'eux le potentiel de toute l'électricité lihre est uni. 
forme ; mais il diffère de l'un à l'autre « car le calcul apprend que 
s'il avait la même valeur dans les deux conducteurs, rélectricité lihro 
serait nulle en tout point, puisque l'éhTtricité libre totale est nulle. 
Quant à la différence des deux valeurs du potentiel dans les deux 
conducteurs, elle pourrait dépendre de leur nature et de leur forme ; 
je fais l'hypothèse qu'elle est indépendante de cette dernière, et que 
cette différence de potentiel est la f.'randeur qui mesure la tension 
des deux corps ». 

58. — Avant de suivre avec Kircldioff les conséquences de cette 
hypothèse, examinons-la en elle-mémo. C'est encore d'électricité en 

(>) Uebor die Ableitung der Ohm schon Cicsotzc, wolchc sich an die Théorie 
der Elcctrostutik anschlicssl. — /'. A., LXXVllI, 18^9. 
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rep<)S qu'il s'agit ; et les principes d'éleclrosliitiquo sont insuffisants; 
les lois (le Coulomb ne distinguent ni œuducteur ni isolant ; à for- 
tiori ne distinguent-elles pas un métal] <l'un autre; un conducteur 
hétérogène n'est, à leur égard, qu'un conducteur unique. Depuis cin- 
quante ans que Volta a découvert cette influence de rhétérogénéitc 
des conducteurs, la confusion règne encore, en 1849, tlans IVsprit de 
nombre de physiciens qui croient que les lois de Coulomb suffisent à 
Texplication des phénomènes électrostatî(]ues entre conducteurs dans 
le >'ide; c'est qu'ils ne s^aperçoivent pas qu'en dehors des lois d'action 
entre charges électriques, formulées mathématiquement dans les lois 
de Coulomb, on est consUimment obligé d'invoquer les lois d'action 
«le la matière sur l'électricité, et réciproquement, mais que celles-ci 
n'ont pas de formule mathématique. Telles sont: la définition du con- 
ducteur homogène, dont la matière n'e-xerce aucune action sur l'élec- 
Iricité dans son intérieur; la définition de l'isolant, qu'on traite 
comme impénétrable à l'électricité lorsqu'il entoure un conducteur, 
bien qu'on sache que l'isolant peut être chargé lui-même, ce qui 
n'est pas très cohérent. Dans l'énoncé mathématique, la matière a 
disparu : pour l'intérieur du conducteur, la force électrique est nulle; 
pour sa surface, la force électri(|ue est normale ; et «'ctte dernière 
éqnaUon n'est plus une équation d'équilibre complète, puisqu'on ne 
s'explique en rien sur le jeu de forces, dues à l'isolant ou au con- 
ducteur qui contrebalance la force normale due à l'électricité. De 
même, à la surface de séparation des deux conducteurs, une diffé- 
rence de potentiel finie, c'est-à-dire une force électrique normale 
iolinie dans une couche infiniment mince, est inadmissible, si l'on ne 
hit appel qu'aux seules forces de Coulomb, au même titre que dans 
l'intérieur d'un conducteur, puisque le passage de l'électricité à tra-^ 
vers la surface se fait d'ailleurs sans obstacle. Invoquer la différence 
'le nature des deux conducteurs, c'est précisément faire intervenir 
aussi la matière ; peut-être n'est-il pas inutile de l'énoncer formel- 
lement : A la surface do séparation de deux conducteurs, l'équilibre 
électrique «lépcnd des actions d'origine électrique exercées suivant 
la loi de Coulomb et d'actions exercées par la matière sur l'électricité 
dans un domaine excessivement petit. Jamais Kirchhoff ne pousse 
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aussi loin son analyse, et à fortiori ne s'occupe do ces lois iractiun 
mutu(4le de rélectricité et de la matière^ qui pourtant sont encore de 
la physi<|ue, et, par exemple, ont un rôle évident dans la production 
des étincelles. Suivi en cela par un grand nombre de mathématiciens 
modernes, Kirchhoff est satisfait lorsque l'hypothèse a pris une forme 
analytique, qui permet d'écrire les équations du problème. Ce sont 
H. von Helmholtz et Lord Kelvin qui ont recherché le contenu de 
ce fait d'une différence de potentiel au contact, et ont fait pressentir 
tout ce que Tétudc expérimentale ap[)rofondie du phénomène peut 
fournir de donncHîs sur les propriétés moléculaires de la matière. 

59- — Revenons au mémoire de Kirchhoff : Dans une chaîne de 
plusieurs conducteurs, dont les deux extrêmes sontde même nature, 
il peut arriver que le potentiel du dernier soit égal à celui du pre- 
mier, lorsque 

Vu =0' 

dans ce cas on peut réunir les deux extrêmes, Téquilibre subsiste 
puisqu'ils sont à lavanco'au même potentiel. 

Mais si la condition d'équilibre n'est pas remplie, qu'arrivera-t-il 
au moment de la fermeture du circuit f « Kn un clin d'œil, il s'éta- 
blira dans le système une distribution déterminée d'électricité. Ne 
nous inquiétons pas tle savoir si elle sera superficielle ou en volume. 
Soit u le potentiel de cette distribution sur un point du conducteur; 
u n'est pas une constiinte, c'est une fonction «les coordonnées du 
point; en conséquence, les forces qu'exerce rélectricité libre sur 
rélectricité en un point intérieur au conducteur ne sont ()as nulles. 
Soit R leur résultante ; s'il n'y a pas d'électrité libre au point consi- 
déré, R décompose le fluide neutre, entraine rélectricité positive 
dans sa propre flirection, et renvoie rélectricité négative à l'op- 
posé ». Les masses positive et négative ainsi mises en mouvement 
sont égales, ainsi que leurs vilesse^; il en passe une quantité A- R 
par seconde et par centimètre cariv, et le courant en transporte 
nécessairement des quantités égales en sens opposés. 
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Enfin a la différence des valeurs du potentiel de toute l'électricité 
libre, pour deux points infiniment voisins de part et d'autre d'une 
surface de contact est, par liypotliè&e, la même pendant le passage 
du courant que dans l'équilibre. > 

Cela fournit immédiatenienl les lois d'Olmi : le potentiel 



v=2: 



r 



joae le rôle attribué par Ohm à la tension u. Entrons à ce sujet dans 
quelques détails. La force H a pour composantes 

_dV __i>V _dy. 

Appelons densité du courant, le rapport de l'intensité qui traverse 
normalement un petit élément de surface à la surface de l'élément. 
Soient >pij,i3, les densités à travers trois éléments normaux aux 
axes de coordonnées. 

L'b)7)othèse que le courant a la nn^me direction que la force se 
traduit par les équations. 

60. Répartition de Vélectricité. — Considérons maintenant un 
parallélépipède et écrivons que ce qui entre par l'ensemble de trois 
faces sort par les trois autres ; considérons les deux faces normales 
à 0^ situées à la distance dx (fig. 3). A travers la première, la den- 
nté du courant est^j, à travers Tautre, elle est : 
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L'excès do ce qui entre sur ce qui sort est : 

— - dx du dz . = k,* :, dx du dz , 

Pour rensemble de toutes les faces, Texccs est donc : 
et dans le régime permanent on doit avoir : 






i)'\ à'\ 



<W 



-+- — . 



0. 



Mais on sait que : 



AV = — 4^^ 



en appelant e la densité en volume de Télectricité libre. 

La densité de rélectricité libre est 
donc nulle dans tout Tintérieur des con- 
ducteurs parcourus par des courants 
permanents. C'est là un résultat tout à 
fait différent de celui d'Ohm, qui pen- 
sait que la répartition de Télectricité en 
volume était directement donnée par la 
valeur de t/, (notre V actuel). 

Les conditions à la surface sont, 
comme celles d'Ohm, pour la surface 




libre, en contact avec l'isolant : 



— = 0, 



et pour la surface de contact de deux conducteurs 






dtl 



dn. 



les normales n, n^ étant prises vers l'intérieur de chaque corps. 
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61. — Cette théorie a im caractère tout à fait général, elle 8*ap- 
plif|ue avec succès aux cxpcTiencos, telles que celles de Kohlrausch 
(1849), ^^iis les(iuelles un point d'un circuit fermé est relié à un 
plateau d'un condensateur. 

N'ayant fait intervenir que les lois de Télectrostatique, et non 
celles de Weber, on n'a pas encore une vue d'ensemble de toutes les 
lois des counmts fermés ; mais pour établir l'accord des considérations 
actuelles avec la loi de Weber, il suffit d'y ajouter l'hypothèse que 
« la force nécessaire pour séparer les deux électricités de l'élément 
de volume v, peut se calculer en traitant ces deux électricités comme 
en repos » comme rexpli(|ue Kirclihoff en finissant. 

Sans doute le résultat relatif à la densité nulle de Télectricité 
dans le conducteur qui charrie un courant, est d'apparence para- 
doxale ; mais l'existence des électricités positive et négative n'est- 
elie pas elle-même un paradoxe ? 

02. — Revenons maintenant à la fin du mémoire précédent de 
Kirchhoff. Joule avait établi, par ses expériences de i84i, que la 
chaleur dégagée en une seconde par le passage du courant i dans un 
fd de résistance r, est proportionnelle à riK Appliquons cette loi à 
chaque élément de volume du conducteur. Ayant tracé les tubes de 
courant et les surfaces de niveau, prenons pour élément de volume 
ds (/S, une petite tranche ds, de base rfS, d'un ces tubes ; l'intensité 
du courant est A* *— dS, ce qui donne 



Aîs''=^i(-*''^î)'='-^^a7 



et remarquant que 

/dV\« AWV^ /oV\- /oV\^ 

w) =u) -^(.j -^u) 
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on voit que la quantité de chaleur dégagée dans tout le conducteur 
est 



«=S*///[(£)--(f )■-©■]-* 



dz. 



63. — Cette quantité est minimum lorsque le potentiel obéit aux 
lois d'Ohm pour Vétat permanent 

AV = o intérieur 
du ** d«i > surfaces de contact 

*- = o surface libre. 



Formons en effet, la variation de Q en supposant que V soit aug- 
menté partout d'une quantité o variable d*un point à Tautre, il vient 
rigoureusement 

«0=2 *///[■ s S- - + (2)'- •■•] ^'■'■«^-:- 

Intégrant par parties les termes du premier groupe, suivant la 
transformation de Green : 

I-2V// / / ?J,^^^S-2V/- / / j oWdxdydz 



SQ=: 



et toute la première ligne est nulle, quel que soit o en vertu des 
équations de l'état permanent d*Ohm. 
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Tons les termes de la seconde ligne sont évidemment positifs ; une 
variation quelconque o, par rapport à la distribution permanente, 
augmente donc la quantité de chaleur dégagée suivant la loi de Joule. 

04. — On peut donner facilement une autre expression de Q : 
En effet, on a, par la transformation de Green 



puisque AV — - o. 

Aux surfaces libres — == o ; aux surfaces de contact^ les équa- 
tions 

V — V, = U 

k h/r, -— = o, 

an * dWj ' 

permettent de réduire les intégrales de surface à 



, = -Vu/, 



Q = - Vu 1 A-'^-rfS 

^ ^-t t an 



OQ en appelant t l'intensité qui traverse la surface dans le sens posi- 
tif choisi pour V 

Q = >; Ui. 

Telle est l'expression de la quantité totale de chaleur que Kirchhof f 
donne, en dernier lieu, comme équivalente à celle de Joule, en vertu 
des lois d'Ohm (i848). Nous allons voir quel parti Clausius va en ti- 
rer quatre ans plus tard. 
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65. — Clausius avait appliqué, quelques mois auparavant, les 
principes de Télectrostatique, à la recherche de Téquivalent méca- 
nique d'une décharge électrique et de réchauffement qu'elle produit 
dans un corps conducteur ; il en fait une nouvelle application aux 
courants constants (*). 

Rappelant l'expression électrostatique du travail 

6 = (V. - V,)<? 

des forces électriciues sur une charge électri(|ue q qui passe du poten- 
tiel Vj au potentiel V^, il en déduit ({ue pour un courant de densité 
j, le travail relatif à l'unité de temps, dans Télément de volume 
dndS du tuhe de courant normal à Télément de surface d^, est 

rfs = — jrfS. - — dn. 

Dans un tube de courant, on a donc 

s = .-(V. - V,) 

entre deux points où les potentiels sont Vi et Vj. 
En remplaçant Vi — V, d'après la loi d'Ohm, il vient 

Que devient ce travail? Dansunfilcylindr'uiuo réloctricitc marche 
avec la mc^nic vitesse tout le long du fil, il n'y a pas d'accélération ; 
donc sur toute la longueur le travail des forces électriques est em- 
ployé tout entier à vaincre la résistance qu'oppose le fil. Clausius 
admet que ce travail se manifeste uniquement sous forme de cha- 
leur. La loi trOlim et les principes de l'électrostatique conduisent 
donc pour les courants permanents, à la loi de Joule. 

66. — Il importe de faire quelques réserves au sujet de cette manière 
d'arriver à la loi de Joule. L'expression R«* n'apparaît ici que comme 

(<} Uober die bei oinem station&ren elcctrischcn Strome in dem Loi ter ge- 
thane Ârbeit und erzeugte W&nue. — Pogg, Ann. LXXXYII — (x85a) p. 4i5. 
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équivalcatc à Texpression i(Vi — V,), et rien n'indique laquelle de ces 
deux formes est Texpression immédiate de la loi physique, ou môme 
si ce n'en serait pas une troisième, ^ (V, — Vj)*, par exemple, qui 
donnerait en toute circonstance la vraie valeur de la quantité de cha- 
leur di^agée. Pour hien comprendre la i>ortée de celte restriction, 
qu'on admette un instant cette dernière forme, comme applicable aux 
courants variables, et, raisonnant comme Helmholtz ou Thomson, 
qu'on recherche les lois des courants induits auxquels elle corres- 
pondrait ! La loi de Joule, que la chaleur dégagée est Rz' en toute 
circonstance dans un fd homogène, est une loi expérimentale, et il 
ne faut pas oublier, pour l'établir, de citer non seulement les expé- 
riences de Joule avec courants permanents, mais les expériences exé- 
cutées par lui avec les courants d'induction. 



LIVRE II 



COURANTS PERMANENTS OU VARIABLES SANS INDUCTION 



Désormais, toutes les équations sont écrites en unités 
électromagnétiques. 

Loi de Coulomb 
Équation de PoisMon 



V d/?; ày\ àyj à:\ àz) 
Q désigne la vitesse de ia lumière dans le vide. 



CHAPITRE PREMIER 

COURANTS DANS L'ESPACE 



67- — Résumons les résultats, acquis, en leur donnant un peu 
plus (le généralité. 

Dans un conducteur isotrope homogène, la densité de courant est 
liée à la force électrique due à l'électricité libre, dont le potentiel est 
V, par les équations 

ji -= — k — , 

• _ 7 »V 

^* ~ ~ <\y ' 

Dans un conducteur isotroi^e mais hétérogène, la force qui agit 
sur rélectricit^ contient deux termes, l'un qui provient de la distri- 
bution électrique, Tautre qui provient de la distribution de la ma- 
tière; nous appellerons cette dernière force B, force électrique 
(T hétérogénéité, 

-=*(-s--.). 

Pour une substance isotrope, et pour une hétérogénéité simple, 



(I) 
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celte force est évidemment normale aux surfaces dYgale nmiposi- 
Uon c. et fonction continue de la variation de composition ; on peut 
donc réc-rire sous la forme : 

ce qui donne aux équations la forme : 

^■.=-'(S'-f'WS.)- 

Mais, lorsque rhélérogénéité est multiph», due par exemple à la 
l»ré?ience simultancN» de plusieurs substances qui se diffusent et réa- 
liissenl Tune sur Tautre dans un liquide, il peut n'y avoir pas de 
surface d'égale com[)osition, et la forœ électrique» d'hétérogénéité 
l)eat même n'être pas une somnie de termes provenant de chacune 
des hétérogénéités considérées isolément ; tout semble indiquer jus- 
qu'à présent qu'elle n'est pas fonction directe du courant et qu'elle 
n'en dé[>end que par les hétérogénéités que crée son passage. 

68. Courants variables. — Par suite de la définition même 
de h densité de courant, nous avons par la considération déjà em- 
ployée d'un petit parallélépipède rectangle 

^h 4- ^« 4- ^'h = «. ^^ 
àx ùy i)Z €>/ 

en appelant e la densité de l'électricité en volume au point considéré. 
Nous emploierons dans la suite une notation et un' langage abrégés 
qui commencent à se répandre, et nous écrirons : 

qnc nous énoncerons « Divergence de J égale... » ; c'est l'équation 
deConser\'ation de l'électricité. 
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Dans un «conducteur homogène nous aurons : 
Div.J = — MV 
ou : 

M K 

en appliquant la relation électrostatique, que je suppose connue. 
K. AV = — 4itÛ*« 

dans un milieu de pouvoir inducteur spécifique K (*). 
Intégrons par rapport au temps, il vient : 

e = e^B K 

Dans un milieu conditcteur homogène^ les densilés internes dis- 
paraissent sur place, exponentiellemenl. Cette disparition est 
d'ailleurs extraordinairement rapide dans les métaux. 

Le temps t de chute dans 1«^ rapport de i à e = 2,78... est donné 
par le tahleau suivant : 

CORDCCTEUII -^^^^j = T 

Cuivre 1,4 10 ~** seconde 

Bismuth i,ia lo""*' » 

Solution torturée de sulfate de cuivre 1,00 lo"** » 

Solution étendue de chlorure de potassium (-) 

(80 lo""* gr. par centim. cube) lo""' » 

Verre ordinaire peu isolant 10 

69. — Mais il n'en est pas de môme des densités superficielles. 
Dans un conducteur hétérogène, isotrope, il vient : 

Div. j = Div. (-Â ]^) - Div. (Â-E), 

(1) Sans discuter ici toutes les questions que soulève la représentation, à 
coup sûr insuffisante, des propriétés spécifiques de chaque corps an point de 
vue électrostatique, au moyen d'un seul coefficient K. 

{i En prenant 80 pour le pouvoir inducteur spécifique. 



-4 
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avec : 



Div. 



.(Kg)=-4.U'« 



/ 



et si A' ne varie pas proportionnellement à K, il n*e8t plus possible 
•l't'liminer V, mais on peut toujours rliminor e et Ton obtient : 

(II. Div. r/.-E + /.• •^>- + r ' \ (k '^V)] ^ ,, 

Toile est l'équation londanien laie du problème que nous étudions 
a«'luellemonl. 
Ursrjue riiélérogénéilé est simple, h et K sont des fonctions de la 

concentration. 

70. Surface de séparation. ^ A la surface de séparation de 
«leox conducteurs A, B en bon contact, nous aurons, en |)artant des 
équations précédentes de variation continue, 



e, désignant la densiU; superficiellt» de rélectricité,^^, Jg les densités 
du rourant, normales à la surface, comptées positivement en traver- 
sant la surface du corps A vers le corps B. 



ou ; 






III) V,-V^ = _ / E„rfn 



et cette quantité est caractéristique des deux corps en contact, 
comme la force E elle-même est caractéristique de Thétérogénéité 
et indépeDdante du courant. 
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On a, en outre, entre les composantes normales, 
(IV) k/^" - k, -^ =- - i-Q'e,. 



an ^ fiii 



a associer a 






en considérant la différt'ncr des densités de courant de [uirt et 
d'autre de la couclie hétérof^èm*. 

71. CSoaohe de passage. — La densité du courant varie d'une 
manière rapide dans la couche du |>as«if:e, mais ne devient évidem- 
ment pas infinie, dans 1 épaisseur de la couche de passage; les équa- 
tions (1) se réduisent donc à la suivante 

- -h E = o, 
an 

qui, avec 

isn \ isn/ * 

donne la répartition de Télectricité en vohime dans la couche de 
passaf:e : 

ti-V.-: ~ -- (KE). 

Dans l'éUit d'écpiilihre, on — el — ^ sont séparément nuls de part 

et d'autre de la couche de [massage, la densité superficielle e^, qui est 
la charge totale de la couche de passage, est nulle (Ecj. IV). Comme 
la densité n'est pas nullt» en cha(iue point, la couche de passage est 
occupée au moins par deux couclies électriques, Tune |Hisitivc, 
Tautre négative, de masse totale nulle ; de là le nom de couche 
double, que nous conlniuerons à lui attribuer, sans pour cela suppo- 
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serque IVIectrîciti* |K>sitive soit localisée d'un rôle et la n«''^ative de 

Tautrp coté d'une surface unique. Celte pi-opriélé des cou(iies de 

pa<sagi* a éU' nettement formulée par Helnihollz (') ; elle était déjà 

famiruTc h bon nombre de physiciens ; mais beaucouj) de ceux-ci 

l'opposaient h la notion de tension au contact, au lieu de reconnaître 

qor (OS deux notions concordent. Toutefois, la concordance n'est pas 

aussi simple (jue Tiniaginait Ilelmholtz et que Timaginent encore Isi 

plupart des physiciens. Cherchons enefft^tle <f moment électrique de 

h couche double » [Kir unité de surface, s^i puissance, comme on 

dit souvent : 

4-L '>^Ja^4- / «V*" 



(in. 



Dans le second membre, le premier terme est négligr^able pour une 
couche de passaf^e infiniment mince. Quant au second terme* il n'a 
d'expression simple que dans un seul cas, celui où le pouvoir induc- 
teur spt'-cifique est constant dans toute la couche de passage ; il 
donne alors : 



"•/ 



,«rf,= iL(V.-V.). 



Lorsque le pouvoir inducteur spécifique K est constant dans 
ifjffUe la couche de passage, la puissance de la couche double est 

igale à y-^^ fois la différence de potentiel au contact. 

C'e<t renoncé admis comme général. 

(») Ubcr einlge Gesctze der Verlhcilung eleciriscluîr Strôme in kôrperlichen 
Leitern mit Anwendang auf die lliierisch-elcctriscliea Verauche. — i-^op^r. Ann, 
UDLXIX. ia>3, p. m6 [Abh, XVII, p. 489). 
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72. — Mais lorsque le |K)uvoir inducteur spécifique est différent 
dans les deux conducteurs, il n'est pas i>ermis d adinetti-e (|u'il soii 
constant dans la couche de passage. La ({uantité : 



f^^^cln = -jKE,n, 



est alors une constante spécifique de la surface de contact, tout auti^e 
que la différence de potentiel au contact. 

C*est iTzii^ fois la puissance" de la couche double. 

Ces deu.x quantités sont distinctes, comme sont distinctes dans un 
corps hétérogène la densité électrique « vraie » et la densité élec- 
trique « libre », suivant les dénominations de llcrtz. 

En paî' lieu lier, lorsque les corps en conlacl sonl une dissolulion 
el un mélaly c est-à^dire deux corps dont les jwuvoirs inducteurs 
spécifiques sont de C ordre de 80, et de 1, il n'y a aucun rapport 
entre la puissance de la couche double et la différence de potentiel 
au contact, 

73. — Lorsque, par l'emploi d'une différence de potentiel auxi- 
liaire, on aura annulé la puissance de la couche double, rien ne prouve 
que la densité électrique aura été rendue nulle en tout point de 
l'épaisseur de la couche de passage ; par conséquent, la différence de 
potentiel ne sera pas nécessairement annulée. 

La méthode d'extension de la surface de contact ^ connecte pour 
reconnaître que la puissance de la couche double est compe7isèe, 
n apprend rien sur la valeur de la différence du potentiel au 
contact. 

Nous ne nous occuperons pas davantage des propriétt^s de la 
couche de passage; cette étude exigerait à elle S4»ule im grand 
nombre de leçons. 

74. — La différence V„ — V^ dos vahuirs du potentiel de part et 
d^autre de la surface de séparation de deux conducteurs homogènes 
est constante ; par suite, les lignes de niveau sur cette surface sont 
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Communes, leurs trajectoires orthogonales aussi; les composantes 
taugentielles de la force électrique sont égales, aussi bien pendant 
Télat variable que pendant l'état permanent. 

Le plan, normal à la surface^ qui contient la ligne de courant 
fVun côté, contient aussi la ligne de courant de l'autre côté. 

Dans Télat permanent, en appelant y^,^,, les densités de courant, 
'>j,. Op, les angles qu'elles font avec la normale, dans le plan com- 
mun, on a alors, 

Âsine^^i.sinO, 

j^cosO,=^cosO^ 
Doù la loi de réfraction : 



VI) 



jf^tge, = ^i^tgo.. 



Kn conséquence, la densité de rélectricité n'est i)as nulle à la sur- 
face de séparation ; elle est égale à 



dans réfat permanent. 

75. — Dans l'état variable, la loi de 
réfraction ne s'applique plus, Ciir on a 
pour seconde équation : 



y^cos0^~y3cos0,=.?^' 
et, en éliminant e et V avec Téqualion dV) en K, 




ir^ {J\ cos e^ - j\ cos 0.) = -^^- L i^j\ cos 0,) 



(vm) 






j\ sin 0^ ^ J, sln 0, 
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La loi de variation de la densité superficielle en fonction du temps, 
n'est pas, comme celle de la densité interne, indépendante de la 
forme des conducteurs et de la distribution des courants. 



76. Pertes superficielles. — Nous ne connaissons pas encore 
la loi matliématique des perles par la surface lorsque Visolant est 
médiocre ;' nous n'en parlerons pas dans ce cours. 

77. — Les équations éleclrostati^pies qui déterminent la densiti' 
en volume et la densité superficielle ont été longtemps écrites en pre- 
nant un pouvoir inducteur K égal à i partout. J'ai déjà signalé 
comment ce pouvoir inducteur nous fait modifier le résultat 
dlleimholtz, relatif à la puissance d'une couche double. Chose 
curieuse, dans ce mémoire de i853, Helmholtz ne signale pas Texis- 
tcnce nécessaire de la couche su|)erficielle simple à la surface de 
contact de deux conducteurs. C'est, je crois, dans le mémoire de 
Kîrchhoff de 1867 (*) qu'elle apparaît pour la première fois. Dans le 
premier de ses gi'ands mémoires sur l'électrodynamique, Helmholtz 
récrit encore de même (1870). Maxwell, apn^s avoir montré si 
nettement dans le Livre I de son grand traité (1873), l'importauce 
capitale du pouvoir inducteur, Toublie au Livre 11, en électrociné- 
ti<|ue, et écrit comme Kirchhoff l'équation de la densité superficielle 
due au passage du courant (*), avec K = 1 ; il y attache d'ailleurs si 
pou d'importance, que dans le problème i)arliculier des sphères con- 
centriques, qu'il traite ensuite, il no s'en occupe plus. Cet oubli 
parait d'autant plus étrange, (jue dans la suite do son livre, 
la notion de <^ courant de déplacement », (|ui est sous la dépen- 
dance directe» du pouvoir inducteur spécifique», joue un rôle consi- 
dérable dans les é(iuatious aux dérivées partielles, sans que les 
é(juations à la surface soient toujours écrites complètement. 



(•) l'bor die Bcwegunf; iler Dlectriciljil in Leileni. — - Pogg. Ann. Cil. 
(») Livre II. chap. ix, cq. 7 a 11, t. I, p. Î91 de la traduction française. 



,.%^â 
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78. — C'est seulomonl oji 1888, (juo «le deux côtés différent, 
rtMiuatioii (IV) à la surface (»sl eufiu écrite. 

MM. CotiD et Arons funnil eouduil^ à la prendre [)our base d'une 
méthode de mesure du iM)uvoir inducteur s[»édnque des liquides con- 
ducteurs, comme les dissolutions siUines étendues, en remanfuant 
que dans un électromètre plein de solution, jMircouru par un cou- 
rant, ces densités à la surface» des électrodes doivent exercer sur 
celles de Faiguille un couple proportionnel au pouvoir inducteur, 
comme si le liquide était isolant. 

La même année, partant des équali<ins du traité de Maxwell, 
M. (iouy. de son côté, mettait aussi ces charges en évidence par les 
lorces qu'elles exercent dans un électromètre 21 quadrants plein ({'(^au, 
Iniversé par un courant ; d'abiird étonné de trouver ces forces 
<|iiatre-vingts fois plus grandes que dans Tair, il interpréta ce résultat 
eu attribuant à Teau un pouvoir inducteur K de Tordre de 80. et 
s'en ser>'it aussitôt pour mesurer la constante diélectrique des disso- 
lotions, môme très conductrices, i*egardé** comme proportionnelle à 
la force nu^caiiic^ue. 

79. — Examinons la (|ueslion sous son aspect le plus simple, 
[H)ur un courant variable, dans un conducteur cyhndriqne, en né- 
gligeant rhiduction magnétique. 

l^B équations du courant, uniforme à travers la surface de sépa- 
nilion, sont en comptant iM)sitivenient de A vers U : 

_ «>e 



«;,._«;., = -4^-. 



"U, l'n introduisant les temjis t dont nous avons donne plus haut le 
lîililoau |iour divers c^)nducleurs : 






Tr.-.*^ j^ iV- ;&- U ririar:,.:! niaUv- -x- iurR e4 lente. — 
;•. '!> L iK«i:T [Hki ufî mllJiéfD^: j<^ivi; V V^tr '. «« -.. par 
*l**i;ï»* — v î-^ i i vrii»^ €>! isr^ls^^L^ : c*< et «t inire i*ju- 

lA^.i'rj.*'^^ 4v^ >•• oo-:-^ Yr-nâtz-i*^ -i- qw4;9e> »<r*«- et pour 
>-* - -.l'j cxt '•.*^.-iu*î* -iVAi d^ -.:::iî'L. ::* > T^i. b^^ kntes. 
>t v- .'Ij: •.'r=iK x-viri: --..nijéarai--- î. jcraiirr. C €« «î*s>t de ^pèfoe 
«-.*r- >^ >!-:îisJze^ L- n .-î.iiîân-.-r-. îi -rlie* 5*>q: ti^ n|*kiBent 






. ".r* 



1 - 



- 11:.- 1 '1— -:■.•. -«'r r:-l-- :'>^ > ^" *•- Ivi >■ v-iruîx*. 
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La fon-o ('ItH-triciue moyenne dans la coiiclie supcrficiollo es^l : 



1 /A , -^A 



soit : 



., / |>i"ati([oeinent ; la pression (électrostatique est 



2/ 



p = e ^ - ar.U^ ^ 



•b "b 



conime à la surface de si'^paration duu conducteur et d*un isolant, 
pour la même charge, ce (jui justifie pleinement la méthode de 
M. Gooy pour la mesure du pouvoir inducteur K des électrolytes. 

80. Problèmes divers. — Le problème rx)mplet est le sui- 
vant : 

Etant donné un sysliîme de corps conducteurs dont on connaît l(»s 
propriétés physiques (/»•, K, B) en chufiue ï)oint, trouver la distri- 
bution des potentiels, des courants et des charges. 

Nous ne nous en occuperons pas cette année. Ou siiit ([ue pour 
de:> conducteurs homogènes^ avec différences de potentiel localisées 
aux surfaces de contact, la solution mathématique est unique. 

Nous ne nous occuperons ((ue de problèmes restreints : calcuU*r la 
résistance d'un conducteur homogène, connaissant la distribution du 
trfiurant sur la surface, distribution ordinairement localisée sur 
deux aires de i)etite étendue, appelées électrodes, le reste étant bien 
isolé ; ou, calculer la résistance connaissant la distribution des poten - 
liels sur les électrodes. 

81. Analogies diverses. — Les équations 

AV = 0, 
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qui (l('*(oriiûnent la distribution (tes rourants permanents, sont tout 
à fait iinalogues à celles de rélectrustaliqut», pour un ensemble de 
diélectriques en eontacl. 

Elles convi(»nnent é^'alement pour des corps conducteurs de la 
chaleur, en désignant par V la teinj)éralure. 

On peut donc se poser des ])roblèmes niathémalîques identiques 
dans ces diveises théories ; mais les problènn^s qui se présentent le 
plus natundleuient^ et qui out le plus d'inlénH, ne sont pas tout 
à lait pareils, à cause de la différence des conditions superfi- 
cielles. 

D'aboni la condition V^ — \\^ o est propre au galvanisme. En 
outre, les surfaces libres, en galvanisme, sont |>arfaitcnient isolées; la 

condition v est =^ o. En électrostatique, les diélectriques, s'ils ne 

s^étendent juis indéfiniment sont limités par des conducU'urs ; la con- 
dition suj»erfici«'lle V = C', aux électrodes est toute différente. Eu 
chaleur, les cori)S sont eu ccmlact av»»c des souires, V = O'., ou 
rayonnent et j)erd(Md par la surface ; ces ])ert(»s ne sont jamais négll- 
geiddes. et on admet qu'elles sont j)roportionnelles à V. 

Tout utiles que soient les solutions obtenues en électrostatique et 
iMi chaleur, elles exigent une certaine adaptation pour ùivQ utilisées 
en galvanismi». 

82. Analogie hydrodynamique.— Tnc au ti-e analogie, (juoique 
encore incomplètr, est intéressante : t»n a[>i»elant V la pression d'un 
liquide incompressible, les équations permanentes du galvanisme 
sont celles dn mouvemiMil de ce rniuide àjtravers un corps [xiroux. 
lorsque les accéléra fions soni partout négligeables. C'est cette r<*s- 
Iriction qui m mis force à réfléchir ; divoi'S auteurs, et non îles 
moindres, ont examiné Tinflnence qu'i»xercerait une inertie de l'élec- 
tricité sur les lois des courants : mais tous «Hit examiné les états 
variables, »e qui rend les expériences fort délicates ; or, une inertie 
se montrerait tuni aussi bien dans l'étal |HTmaneut. |N)urvu i pie les 
densités i\p.< eouranl< varient beauc<»up d'un point à lautiv : les 
éqnatiims enleriennes complètes du mouvement i>ermanent du 
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liquide sont en effet dans nn nitrc homogène : 

àX ^ ' \ àX àlj ^iZj 

h -- H =0, 

dX àlj ÔS 

\ Vinertie de lëlectricité se traduirait de même par des termes en : 

^' àx ^^*ày ^-^'àz 

sturtoQt sensibles au voisinage des électrodes ponctuelles, des points 
anguleux, des changements bmsqiies de section. 11 y aurait donc à 
(ct égud un ^nd intérêt à étudier avec précision ce que donnent les 
Ms d*Ohm dans ces différents cas, pour pouvoir les com|)arer ulté- 
riearement avec Texpérience et avec ce (jue donneront le** termes 
qoc je signale ici, quand leur étude sera faite. 



CHAPITRE II 



ELECTRODES DE GRANDE CONDUCTIBILITE 



83. — Soient deux électrodes A et B de conductibilité très grande 
par rapport à celle du milieu dans lequel elles sont plongées. A la 
surface de séparation de Tune d'elles les lignes de courant sont de 
part et d'autre dans un mt^me plan normal à la surface et font avec 
la normale des angles 0^ et 6 tels que Ton ait 

tg e^ _ tg e 



Si le rapport > • est très petit tg sera aussi très petit ( à moins 

que tg Op ne soit infini), c'est-à-dire 
que les lignes de courant dans le mi- 
lieu de faible conductibilité k sont sen- 
siblement normales à la surface de 
l'électrode de grande conductibilité. 
Celle-ci joue le rôle de surface équi- 
Fig. 5. potentielle. 

84. — Ceci étant, on a à satisfaire aux équations suivantes 
/ AV = o en tout point du milieu 











— = o 

à 71 



aux deux électrodes 

à la surface de Fisolant qui entoure le 
conducteur. 
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Le Qux qui sort d'une surlace quelconque entourant une électrode 
(A est 



{■1 



J "' 



la normale étant prise vers Télec- 
Irode, paisrine la force est 




Fig 6 



85- — L'intensité a donc la intime ('xprossion analytique que la 
charge totale dans le problème électrostatique soumis aux mêmes 
conditions limites, et où k représenterait le pouvoir inducteur spé- 
cifique. En particulier pour un milieu homogène indéfiniment étendu, 
nous n\ivons qu'à transcrire les équations de rapacité, pour obtenir 
des équations de conductibilité 

1. = (:.,v. + c„(v. - V,) + (:.,(v, - v;; -+- ... 
h = c,.(v, - v.) + c„v, + (;,,'V, - V,) -H ... 



OÙ, cumme on sait, 



Cji - ^^ji 



représente la capacité mutuelle des deux conducteurs i , 2, et pourra 
aus»i bien s'appeler la conductil^ilité mutuelle des deux électrodes. 
Résolues par rapport à Y, les éifnations ileviL^ndraient 

V, =.R,J, -+. H,J. 4- .... 



et on pourra donner aux coefficients 11 le nom de résistances, qui 
correspond exactement à leur nMc dans lo cas de deux électrodes 
«eulemeni. 
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11 reste à remarqner que, si £ î n'est pas nulle, il tant imaginer une 
dernière électrode à Tinfini enveloppant le tout. 

86. — Quand on n'a que deux électrodes la notion de résistance 
est simple : le courant qui sort de rélectrode A est égal à celai qui 
entre dans Félcctrode B. La résistance est donnée par la relation : 

(3) RI = V, - V„ 

d'où 

V —V 






rfS 



Prenons une fonction <i> telle que 



On aura alors 



♦l> = o dans tout le milieu 
4> = i sur A 
'^ = sur B 

— = o sur la surface limite. 
fin 



V = V, + (V,-V,)* 



solution qui satisfait à toutes les conditions. 
L'intensité I est 



Hy.-y.)jl 



i = ^fv. -v.^ / i;*rfs 



ce qui donne 



- R/.- (V. - V.) y ; 



RI ^ R/.- (V. - \\\ I l* e/S = V, - V,, 
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et enfin 



14. 



R 






*^/s 



Tintégrale étant étendue à iint' snii-fuco rjiii cnlouro l'un des puh's. 

87. Cas particuliers. — Drnx i-ond acteurs cylindriques cl con- 

c^-iitriqiics de hauteur h et de rayons a et h plongés dans un li«inide. 

Prenons l'axe du système [Kuir axe des z IVquulion AV = otlevient 



iMC' tMj' 



CpIIc équation a unr intégrale de la forme 
V =^ A 4- B log r 

r étant la distance à Taxe ; on a donc 

V, = A -f- B log a 
V, ^ A -f- Blog // 

d'où 

V. - V, - H lofj ". ■ 




Pour un cylindre de rayon r compris entre a et h, la normale est 
le rayon : on a 

5y_^B 

A par suite 



/ 



'*^' ,/S r= " X -IT-Vl, r^ U-B/l. 



La rési:<lance e^l donc 



V) 



R 
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88. — Deux sphères concentriques de rayons différents a et h. 
Soit r la distance au centre : Tintégrale 

r 



donne 



V -V -?-^ 



Sur une splière quelconque de rayon inlormëdiaire, on a 



ôV _^ _ B 



/ 



^-Y r/S -:= 4^B. 



La résistance est 




("^ >'=a-s)4à- 

Si la splière extérieure est très 
grande, le terme t peut devenir négli- 
geable et la résistance se réduit à 



a 



Figa. 



et ce résultat sera évidemment appli- 
cable à une enveloppe extérieure de très grandes dimensions, partout 
très élr)ignée de la petite sphère, quelle ([ue soit sa forme. 

89. — Deux petites électrodes sphériques à grande distance Tune 
de Tautre. 

Solutions approchées. — Supposons la distance D assez grande 
pour (|uc Ton puisse traiter chaque électrode isolément. 

On aura, entre la première sphère prise seule et le plan équato- 
fini. 

Il = 1 i 
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et de même, pour la deuxième sphère, 

ce qui donne, pour ces deux portions du volume associées en série, 

^ 2 •• 

a ^^ 

Fig 9. 

une résistance totale 

L'approximation e«»t évidemment de Tordre de ^^r-" . 

Le problème est analogue au problème électrostatique : soient m 
et m! les charges électrostatiques des deux s[)tières, I) la distance 
de leurs centres ; te i)Otentiel au centre de la sphère A est sensible- 
ment 

• a D 

le second terme étant seulement approximatif, puisque les points de 
la surface de la deuxième sphère ne coïncident pas avec son centre. 
De même pour A' 

Si on snppoto qu'il y a seulement deux électrodes, il faudra faire 
m' = — m, d'où 



ci 



v.=-»(^.-y 
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On en déduit que la résistance serait dans le problème de con- 
ductibilité 

Cette seconde expression est évidemment plus approchée que la 
précédente. On connaît d'ailleurs la solution exacte du problème 
électrostatique des deux sphères, il n'y a qu'à la transposer en gal- 
vanisme suivant la règle générale indiquée plus haut. 



CHAPITRE III 

ÉVALUATION APPROXIMATIVE DES RÉSISTANCES 
LORD RAYLEIGH 

90. Méthode d'approximation de Lord Rayleigh. — Il faut 
souvent pouvoir faire une approximation de sens et de grandeur 
connus : Lord Rayleigh a donné une méthode applicable au pro - 
blèmc qui nous occupe et aux problèmes analogues (écoulement des 
liquides, etc.). 

Elle consiste à remplacer V par une autre fonction connue satis- 
faisant d*une façon d'une façon approchée aux conditions auxquelles 
doit satisfaire V. Soit '^ une fonction telle qu'on ait : 

^^ = dans le conducteur ; 



. , . y j . /aux électrodes; 

-- = o à la surface limite ; 

mais sans que ^ et ses dérivées soient nécessairement continues 
dans tout Tintervalle. 

91. -^ Appliquons le théorème de Green au volume limité par les 
lieux, électrodes aux potentiels V» et V^ et par la surface limite exté- 
rieure on a : 



F 



en désignant par d'^ Télément de volume dxdydz. 
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Or ^— est nul en tout point de la surface extérieure et les i 

tégrales j — dS relatives aux deux électrodes sont égales et 

signes contraires ; de plus, AV est nul dans le conducteur, de soi 
que Tégalité donne : 



(V.-V 



■'.) Z":! -= /[(S)" -(f )'-©>■ 



Tintégrale de surface devant être étendue à Télectrode de potentiel \ 
Il résulte de là qu'on peut écrire : 



smî-^m-m'" 



(10) 



■[/s-] 



(V, - \\y 



92. — D'autre part, posons : 
et cherchons l'expression 



iK . ■ 
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on a : 

Par conséquent, en posant «j* — V = m, on a 



(II) 



./(S 



àx dy by àz àzj 



Mais la formule de Green donne : 



I / \àa) àX àtj dtj bZ àS J J dn 

(12) ' 



La surface limite n'intervient dans aucune de ces intégrales de 
surface puisque — et - sont nuls en tous ses points ; on n*a à s'oc- 
cuper que des électrodes et des surfaces de discontinuités. 



93. — Si ^ est seul discontinu sur une surface, on prendra la 
dit 

deuxième intégrale, où — étant continu, il n*y aura pas de difficul- 
tés : suppo sons qu^on s'impose aux électrodes les conditions 

4;.=Vt '^, = V, 
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u est nul sur les électrodes et Vintégrale de surface disparait : on 
aura alors 

Comme la dernière intégrale est toujours positive, il vient 



/ A. {^)d^ > I , (V)rfT, 



et en prenant pour 11 Fexpression 

(,3) IV = — - A^i.-i«)' 

*/[(S)"-(:iM2-)> 

on aura une solution par défaut, au moyen de la seule fonction ^. 

04. — Supposons que Ton ait trouvé une autre forme de solution 

approchée telle que -^ soit continu, mais ^ discontinu à travers une 

certaine surface. 

Nous prendrons alors la première intégrale de surface de Texpres- 
sion (12). Imposons-nous la condition 



/S-/S 



dS 



aux deux électrodos. 

L'intégrale de surface disparait encore et Ton aura comme précé- 
demment 



/ Ai (^)d'. > \ (Vjrf^. 
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et Vexpression 



14 






noas donne au moyen de la seule fonction ^, une solution par excès. 
On aura une limite supérieure de Terreur commise, en prenant la 
différence R' — R'. 

05. Application. — Fil cylindrique aboutissant dans un espace 
conducteur indéfini limité par un plan perpendiculaire au fil. 

L'étude de ce cas est importante pour la construction de Tétalon 
de résistance constitué par du mercure contenu dans un tube de 
verre cylindrique aboutissant à un 
rase de grandes dimensions où 
plonge une électrode placée très 
loin et de résistance négligeable. Ce 
qui importe, c'est de connaître la 
perturbation à Textrémité du tube. 

Si le diamètre du tube est très 
petit par rapi)ort à sa longueur et 

anx dimensions du vase, la correction ii faire pourra être petite. La 
correction à faire à la longueur sera de Tordre du diamètre du tube : 
li celui-ci est égal au j^ delà longueur et si Ton calcule la correction 

an - on aura la résistance au - '— . 

lO lOOOO 



-f 



w^n± 



FigIO 



-^(2) 



I 96. Calcul par déiaut. — Nous prendrons Taxe des x dans le 
sens du tube; considérons d'abord le cas où •!/ est continu, mais 
8a dérivée discontinue; dans Tcs|)ace (i) nous prendrons 



•!/ = 0?. 
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Dans Tespace (a), il faut que 4* soit uniforme sur le plan x = 
à rintérieur du cercle de rayon a. Pour cela, en nous reportant au 
problème électrostatique nous supposerons une densité fictive «r à 
Vintérieur de ce cercle, telle qu'elle donne un potentiel uniforme ponr 
r < a ; nous prendrons alors : 



=<-/-)• 



\ 

la valeur de <j étant telle qu'à Tintérieur du cercle Tintégrale soit 
égale à l'unité. Dans ces conditions ^ est bien continu et Ton peut 
appliquer la formule 1 3 ; on a : 

•>, = A, 

car à l'infini Tintégralc double est négligeable. 
D'autre part il faut calculer : 



f 



A.Wrf 



qui, d'après la formule de (î 


reen. 


se ramène à 


t 


/• 


071 


étendue aux électrodes et à 1 


la surface de discontinuité. 


Sur la première électrode 








6. 


= — ^, 


et 




= — I 



f^ s ''S = -^ -^'- 
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Sur la surface de discontinuité 

^ = o 



à rintérienr du cercle de a, 



^1 = 

dn 



à Textérieur ; l'int^rale est nulle. 

Occupons-nous enfin de Télectrode située à Tinfini, «j; = A ; si on 
prend pour cette électrode une sphère de très grand rayon o, il est 

facile de voir, d'après l'analogie électrostatique, que -^ est constant et 
égal à ^_ ^ ; l'intégrale est donc : 






Finalement on a pour la résistance cherchée R : 

Cette inégalité est vraie qael que soit A, donc aussi quand A est 
tel que la fraction soit maximum ; or cela a lieu pour 

A ira 
A=-4 



et le maximum de la fraction est 






de sorte qu'on a : 



, ra 

^^4 . 



97. Calcul par excès. — Supposons ^ discontinu, mais ^- 
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continu. Dans le premier milieu nous prendrons encore '^ = x 
et dans le plan limite on aura -^ = i. Dans le deuxième milieu, si 

àX 

nous supposons une distribution uniforme de densité 7 sur le cercle 

de rayon a, la force électrique au voisinage est aitcr donc -^ serait 

— air9, et, pour que cette quantité soit encore égale à i, il faudra 
prendre 



Nous prendrons alors : 



--/- 



Cherchons la valeur de ^ en un point P du cercle. A l'élément M 
correspond une charge 




2TZ 



rdrd^^ 



Fig 11 



qui produit au point P le potentiel 
drd^. 



Le potentiel dû aux masses comprises 
entre © et © -t- rfo sera donné par 



r 

c/a / dr 



la limite r, étant, comme il est facile de le voir, 
d*où 



7-, r= p cos © -h \^à* — ^ p sin* © ; 



- do I dr =z — - d%\p cos ^ -+- \/a^ — pTin* ©1. 
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Le potentiel total sera 

p cos 9do — — / v^â=^"'^~ô^"lin* o do. 



La première intégrale est nnlle ; il reste 



--/ 



a 

v^^^^P^^ni*^ do. 



Ceci i>08é. il faut caicaler Texpression (i4j 

II' = — i — 



[n-] 



L'intégrale da dénominateur qui ne porte que sur Tune des électrodes 
e>t égale a r:a*. 

Llntégrale du numérateur est transformée par la formule de Grecn 
en 



/ 






étendue aux électrodes et à la surface de discontinuité. 
Sur la première électrode elle donne comme précédemment 

Elle est nulle sur la deuxième électrode et sur la partie du plan 
de disctmtinoité extérieure au cercle a. 



92 PROPAGATION DK L*éLICTRlCl'ni 

A Tintérieur de ce dernier, où — = i, elle est égale à 

^dS = -'i I pdp I \'€îr— p* 8in« <p rfç> 

Finalement on a pour la résistance cherchée R 

ra-^ A* 

08. Résultat. — En résumé 

,1: ,8a 

k "1^' < *^ < ira» ' /.* 

Le terme à ajouter à l est compris entre 

o,785rt et 0,849a. 

Ce problème est lo même que celui de Técoulement lent d'un 
liquide non visqueux par Textrémité d*un tube. 

Il se rattache directement aussi à rinHuence de Touverture dans 
Tespace libre sur la longueur apparente d'un tuyau sonore. Les 
plus récentes expériences donnent comme correction à Textrémité 
libre le terme additif 0,81 H qui est bien dans les limites que nous 
avons données d'après lord Rayleigh. 



CHAPITRE IV 

RÉSISTANCE DTJN CYLINDRE. — ÉLECTRODES DIVERSES 



99. — La régularité de toutes les expériences sur les fils cylin- 
driques, sans précautions spéciales pour le mode d'attache, montre 
qae la distribution uniforme du courant dans la section droite s'établit 
d'elle même. Ainsi toutes les irrégularités variables avec le mode 
d attache des fils ne se font sentir qu*à une petite distance des nœuds 
oa sommets. C'est un résultat expérimental que la théorie mathé- 
matique doit aussi nous fournir, en le complétant par une déter- 
mination, au moins approchée, de la valeur de ces variations dans 
divers cas. On peut se donner la distribution des densités de courant 
dans une section droite d'un fil indéfini et chercher la distribution 
des potentiels à une distance quelconque. On peut encore se donner 
deux distributions de densité identiques aux deux extrémités d'un 
cylindre de longueur finie et chercher la distribution dans une section 
droite intermédiaire. 

Nous prendrons comme coordonnées la distance z, comptée sur 
Taxe, la distance à l'axe r. 
Les conditions à satisfaire sont 

AV = o à l'intérieur du cylindre ; 
dV 



àr 



= à la surface du cylindre ou 7' = a ; 



— '* V "^'^ ^^^ fonction de r donnée, sur Ja base 
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Le changement de variable donne pour la première équation 

100. — Supposons, en particulier, que tout est symétrique autour 
de Taxe du cylindre ; comme q n'intervient pas, l'équation de Laplae« 
devient 

La solution la plus simple, est 

indépendante de r ; qui correspond à la distribution de courant, 
uniforme dans toute la section, à toute distance 

On a facilement une infinité d'autres solutions simples de 
de Laplace : Téquation, en posant 

(3) ^ = ^*V 
ce qui donne 

(4) V = R(Ae^-4-Be-^"), 

Cette expression est le produit de deux facteurs dont Tun ne dépend 
que de z et l'autre que de r, ce qui permettra de satisfaire facilement 
aux conditions à la surface. 

R est une fonction de r que nous définirons en substituant l'ex- 
pression (4) dans Téquation (a) ce qui donne 

/-,. <>^R 1 <)R ^,j^ 

1 5) - -7 4- 4- A^R = 0. 

101. — Ce type d'équation a été étudié par Bessel et leai solutions 
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portent le nom de fonctions de Bessel. Dans Téquaiion (5), R ne 
dépend qne du produit Xr, et si l'on pose 

Xr = Xf 
on trouve Féquation dont Bessel désigne la solution par Jq : 

on aura alors 

R = J().r) 

et par suite 

On pent trouver nne solotion de l'équation (6) développée suivant 
les puissances itaires de x, ce qui donne à l'origine 

i = oa donc une valeur maximum que nous prendrons égale à i ; 
il suffira de multiplier par un facteur numérique à déterminer dans 
chaque cas. 

La fonction J présente des oscillations dont Tamplitude décroit in- 
définiment; elle a une infinité de maximum et de minimum, une 
infinité de racines réelles, dont aucune double, qui tendent à s'espacer 
d'une manière uniforme. 

102. — La condition — = o donne - =. o et par suite 

— = o. 

Cette équation doit être satisfaite pour r = a, et détermine une 
infinité de valeurs réelles distinctes de X (Cli. suivant). 

Il y a donc aussi une infinité de valeurs de .r ou de Xr pour les 
quels on a 

àX 
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Considérons une de ces valeurs a, ; la valeur correspondante de X 
est donnée par 

qui satisfait h la condition à la surface du cylindre. 

Si l'on prend la première racine, le flux est nul à travers la surface 
exlérienre seule. Mais si on prend la deuxième racine a, à laquelle 
correspond \ on pourra trouver entre o et a une valeur r, du rayon 
pour laquelle on a 

X, r^ = a, 

et par suite ( — 1 = o, pour ?• = r,. 

11 y a (lonr une surface cylindrique intérieure à travers laquelle 
le flux est nul et qui partage le cylindre total en deux parties indé- 
pendantes Tune de l'autre. A mesure que Ton choisit une racine de 
rang plus élevée, on décompose ainsi le cylindre en régions cylin- 
driques indépendantes de plus en plus nombreuses où la propagation 
se fait sans échanges de Tune à l'autre. 

103. •— La distribution que donne la solution (7) est la même h, 
toote distance de la base 

(8) y = - A g ^ _ /,X (Ae^'^^ - Be-^^) J (Xr) 

Si on se donne un cylindre indéfini du côté des z positifs et une 
base unique pour ^ = o, il faudra faire A = 0. 

Pour on cylindre limité aux deux bouts par deux fac^s sur lesquelles 
la distribution des densités est la même, il est commode de placer 
l'origine au milieu du cylindre ; soit 2 // sa longueur, on a à une 
extrémité 



à l'autre 



j = — /.-X [ao^^ - Be-^*] J(Xr), 
J=^ /rX [ac - ^'' - Be^^] J(Xr). 
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Pour que la distribution soit la même il faut avoir B = — A, 
ce qui donne 



et nous aurons une solution plus générale en ajoutant un nombre 
quelconque de solutions simples et nous pourrons prendre 

(10) ; = -~ kAo - A- 2 A„X„ (e^^^ ^ e " ^') J (X„r). 

La distribution à la base est alors 
(i 1) j=^^kXo- k V A„X„ (e'"''^ 4- e - ^«'0 J (X„;-). 

104. — lleniîirquoiis que réquatioii (6) peut s'écrire 
.. (a?-— ) -\- x^ = 0- 

Inlégrons cette équalion de o à Xa ; il vient 
(la) l^^rl + / i<«dx = o 



Hl- / 



Le premier terme est nul, puisque — est nul à la surface ; il reste 
(i3) 1 }xdx = o 



I 



ce qui exprime que Tintensilé totale relative à une des solutions 
sim])les est nulle, / élant proportionnel à J. 

Donc si on prend la première racine «i, le courant entre «lans la 
partie centrale et sort par lu coumnue extérieure. 
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Si on prend la deuxième racine, le courant entre par le centre et 
P('ir la couronne extérieure et sort par la couronne intermédiaire de 





Fig.l3 Fig 14 

part et d'autre du cylindre de rayon r, que ne traverse aucun flux 
d'électricité et ainsi de suite. 

105. — Il faut déterminer le8 coefficients A^,, A„, de mani«>re que 
la distribution dans la base^ ( II) soit identique à une distribution 
donnée arbitrairement. 

Multiplions les deux membres de Téquation (ii) par xdx ou 
'/-rrfr intégrons de f = o à *• = a. 

l>.» / yVrfr = — /.A.X» / rdr 

O 

Gitte dernière intégrale est nulle comme nous venons de le voir ; 
il reifte pour déterminer Ao : 



= 7.-^J '^'''^'-/^J ■ 






La partie constante de la densité est celle qui correspond à Tin- 
lensité totale, supposée uniforme, du courant qui traverse Tune des 
bases. 
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106. — On peut déterminer chacun des autres coefficients par un 
artifice analogue à celui qu'on emploie pour calculer les coefficients 
de la série de Fourier. L*équation (6) peut s'écrire : 

(i6) A (r^i\-rXVJ = o 

^ ' iiv \ àrj 

nous désignerons par J^, J,... les solutions correspondant aux équa- 
tions où Ton a remplacé X par Xj, X^.... 
Soit : 

Multiplions cette équation par J^j : 

En formant l'équation analogue relative à X, et retranchant on a : 

('7) h i ("^vO - J. h ('-S') -H (^.' - ^w, = o. 

Intégrons de o à a et remarquons qu'on a : 
Il vient : 



(•«) ['■ (j. ^ - ••. i')]" + (^.' - ^.') rrj.j, 



dr = 0. 



Or ~l et *— f sont nuls pour r = a et pour r = o, et si on suppose X^ 
différent do X^ Téquation (i8) donne : 

- a 
(19) / rJJ^dr = o. 



r 

I rJjJjO 
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Ceci posé, multiplions Téquation (i i) par Jnrrfr on a : 

/ ji^rdr = - kknln (e^^ -h e " ^^) / [ J(X„r)] Vrfr 
o o 

car le coefficient de ko est nnl comme^ on Fa vu précédemment et 
tons les autres aussi à cause de Téquation (19). Le coefficient de An 
Q<V au contraire différent de o car dans l'intégrale correspondante 
tous les termes sont positifs ; on a donc : 



K = 



-TjHKrydr 



Jo 

107. — Déterminons maintenant l'intégrale du dénominateur : 
réquation ( 1 8) est satisfaite quels que soient 'k^ et X, ; elle le sera aussi 
pour Xj et une quantité voisine X^ -h rfX, et par conséquent on pourra 
la dériver par rapport à X^ : mais 

dXj Xj dr 



L'équation dérivée devient alors, —^ et * étant toujours nuls 

Faisant dans cette équation X, = X,, d'où J^ = J,, et supprimons 
l'indice, il vient 

J aJVrfr=:g(f^);+a«J^(Xa), 
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^ tenant compte de Téquation (16) 
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Dans le cas actuel ; le premier terme du a*" membre est nul, et on a 



/ 



D'où, finalement : 



(21) A„-- 



iPrdr = a*[J(Xa)]2 



f"./jp, .''),•/,• 



'O 



/,X„(V-.'*^,e-'-»^0«'LJ(Mr 



La question est maintenant résolue et V est donné par Texpies- 
sion dont nous venons de calculer les coefficients 

(22) V = A,.z H- 2 A„(e^^--^-e- ^"")j(X„r). 

108. — Dans les premiers problèmes (|ue nous avons étudiés nous 
avons supposé que le courant entrait par une électrode de forme con- 
nue sur la(|uelle le potentiel était constant, sans nous donner la dis- 
tribution de la densité du courant le long de la base. Le problème 
actuel est donc différent puis(|ue nous nous donnons au contraire la 
distribution des densités de courant et ((ue nous en déduisons la dis- 
tribution du potentiel sur la base en faisant z =.h dans la formule 
(22). Si le courant n'entre ([ue jmr une pai^tiede la base, on prendra 
une densité nulle sur la base là où il n'y a pas de courant. 

109. Electrode de grande conductibilité. — Dans ce cas, 011 
la surface de base n'est pas entièrement occupée par Télectrode, le 
problème de Télectrode de grande conductibilité n'est pas susceptible 
de solutions simples, par les fonctions de Bessel. Les conditions sur 
la base, z = constante, seraient alors de deux natures différentes : 

r <ib V = constante 

b <^v <^a — = 

*^z 
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et les solutions simples ne peuvent pas satisfaire aux deux conditions 
à la fois. 

D'une manière générale, l'emploi des solutions simples exige que 
toute la portion de surface le long de laquelle règuc une même con- 
dition (ici, la paroi cylindrique, et deux couronnes sur les bases) soit 
représentée par une seule variable. On n'arrive à traiter le problème 
qu'en choisissant des coordonnées qui donnent pour une variable la 
région où V est constant, et pour une autre celle où la dérivée est 
nulle. 

De là résulte la difficulté beaucoup plus grande des problèmes 
dans lesquels la ligne de démarcation physique entre les deux con- 
ditions superficielles différentes n'est pas en même temps une ligne 
d'intersection de deux surfaces géométriques distinctes sous un angle 
fini, droit de préférence. 

110. — Kirchhoff a traité ce problème particulier en adoptant sur 
l'électrode la môme distribution de densité que celle (|ui donnerait 
sur un disque plat seul dans un milieu indéfini un potentiel constant ; 
cet»e distribution est connue en électrostatique et Ton a : 

1 

J — 



HT.h s/b^^ r^ 



h étant le rayon du disque ; ce n est qu'une approximation, mais Kir- 
ehhoff a admis qu'on pourrait s'en 

contenter si Télectrode était suffi- 1 " ' 

samment petite. 

Si h est assez petit pour qu'on 
paisse regarder J(X„r) comme cons- 
tant et égal par suite à J(X„o) à 
rintérieur du cercle électrode, on aura 



Fig.15. 



/ JK^n^')'^ydr = ZilnO) / j 



^3J / /J(X„r)2>f//= J:;X„o) / j 2rdY 
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/ jJ(knr)^rdr = ^ j j 2'nrdr 



o ^ o 






I étant rintensité totale du courant. 
L'expression de V sera alors 

(,A) V - .-i ^ - + y (e- ----«-^-»-)JtX,>-) I 



Ceci s'applique au cas où Ton fait arriver le courant dans un éiec- 
trolyte par une électrode à la Wollaston. 

111. — Toutefois on ne peut avoir une représentation exacte des 
phénomènes qu'assez loin de Téiectrode car il y a toujours pour les 
coefficients un rang n à partir duquel il faudrait prendre la formule 
exacte. Il reste tlans le voisinage imincdiat de Félectrode une région 
que Ion ne peut déterminer avec précision ; quelle est son étendue i 

Les termes mal détermiurs sont ceux oii J(X„r) varie beaucoup à 
la surface de l'électrode. On a par exemple Jo(Àr) = o,5 pour 
Xr = 1,52 ; si le rayon b de Télectrode est o,i a, Jo variera de i h 
0,5 dans Tétendut» de Télectrode dès la 5^ racine (^5 a= 16, 5); 
si le rayon b r- 0,01 a, cela n'arrivera qu'à partir de la 48* racine 

(^8«= i5i). 

112. — ■ D'autre pari l'influence de la distance à l'électrode inter- 
vient par le facteur 

Si on prend l'électrode comme origine ce qui revient à changer j en 
(-' — /i), ce facteur se réduit au terme 
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Or les valeurs a» — À„a varient do lu façon suivante 



*1 


= 


3,8:;, 


«i 


::= 


7»oi, 


«3 


= 


10,02, 


*4 


= 


13,3, 


OL^ 


= 


16,5, 


«« 


= 


i9.«- 



Les accroissements sont sensiblement égaux a t dès les premiers 
termes et les a sont sensiblement de la forme 

X„a = nr 4- 1 • 

Kri i>artîculier si Ton prend 

r>Ti a 

- A..* _^ J_ . 
10 

Or la 7* racine étant sensiblement égale à 26 il suffira pour avoir cette 
valeur - que nous nous placions h une distance à de Tordre du ^ 
du rayon a ; à partir de là, Tinflucnce des termes éloignes sera très 
(«tite. 

113. Résistance du cylindre- — Examinons maintonant quelle 
est, dans le problème général, la résistance du cylindre considéré : on 
ne peut pas la définir entre les bases qui ne sont pas nécessairement 
à un potentiel constant, mais on peut la définir entre deux surfaces 
«le niveau voisines des bases : sup[)osons d abord que nous prenions 
celles qui passent par les points ^ = ± h di* l'axe ; c('s surfaces de 
niveau se confondront avec les bases si la distribution dos densités est 
roQVf^nablement choisie ; sinon ce seront deux surfaces voisines de la 
basc,d*un côte ou de Tautre. 
.Ni»us pouvons nous donner la donsit*'» sur la base sous la forin(.» 

J = W), 
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avec la condition 

I étant rintensité toUilc du courant; fr) un coefficient de distribution. 

V 
C'est le quotient — , (jui définit la résistance entre la'base et le cen- 
tre : pour la surface équipotenlielle qui passe par le point ^ = -+- A 
le potentiel est le même qu'au centre de la base ; or sur la base 

Au centre, >• est nul, par suite J ^= i , el la résistance est 

114. — On aurait pu prendre la surface tkiuipotentielle qui i)ass4' 
par les bords de la base ; alors sur cette surface pour 2^ == -h A on 
aura r = a, el 

115. — Dans le cas i)articulier où il y a au centre de la base une 
petite électrode, cherchons ce que deviennent ces formules : 

La première donne une valeur de Rj qui est infinie, car sous le signe 

2, le facteur -y^ — "a'^ ^st très peu inférieur à Tunité lorsque X^ 

est grand, et s'en rapproche indéfiniment ; et il en e«t de même de 
«Xn[J(Xn«)]* comme le montre l'expression limite donnée au chapitre 
sur les fonctions de Bessel. Les termes de la série tendent donc à 



î ', -.i^-L-* 
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devenir tous égaux à i lorsque leur rang ci*oît. Ainsi toute la lésis- 
tani-e est alors l«K*alisée au voisinage de Télectrode. 

I.a >eule formule qui puisse servir est la deuxième, relative h deux 
surfaces de niveau déjà éloignées des électrodes : elle donne une 
résistance qui dépend des dimensions du cylindre et de la perturbation 
due à l'électrode. 

Si la longueur du cyliiidi-e n'est pas tivs grande imv rapport au 
diamètre de la base, le calcul sera pénible parce que les drux bas<^s 
ont une influence appréciable Tune sur lautre et qu'il faut prendre 
tous les termes. 

Si la longueur est égale à une vingtaine de fois le diamètre do la 
l>asi% les coefficients des termes inipDrlants au voisiiia^^e d'une base 
ne d 'iienflront i>as de Tautre. Dans vc cas, on peut regarder la résis- 
tance comme proportionnelle à une longueur fictive, égale à la 
longueur vraie augmentée d'un terme correitif proportionnel au 
diamètre et dépendant de la surfarr de niveau rhoisie. 

Quant à la série sous le signe 51, elle est convergente grûce à l'al- 
temance des signes et à la nipidité avec laquelle croît )„'?. Kircbhoff 
a donné sa valeur numérique 

On [>ourrait traiter le même problème dans le cas ou le courant 
entre par une électrode circulaire sans épaisseur de rayon b ; les 
>urfaces de niveau sont alors sensiblement des tores h section circu- 
lain' près de l'électrode, puis la section méridienne d(» la surface 
prend la forme d'une lemniscate et finalement les surfaces de niveau 
deviennent des plans. 

l^es coefficients, A A„ s'obtiendront encore d'une manièrr 

Minpie: il suffira de remplacer J(a„o) qui était égal à i par J.a„// 
dans l'équation (23). 



CHAPITRE V 

QUELQUES PROPRIÉTÉS DE LA FONCTION Jo DE BESSEL (») 

116. — L'équation à laquelle satisfont les fonctions J^ de Bessel 

.V «>-J 1 C^ , 

(i) -ô -î h J = o. 

peut ùtro satisfaite par une série ordonnée suivant les puissances 
positives paires de x 

(a) J = Ao -+- A^.r» -h Aj.r* -h ... -+- A^r-" -h ... 

Pour en calculer les coefficients, formons les deux dérivées 
— , = 2\^x -h ... -h 27iAn-r*"~' -+- (an -h a)A„^ ,a?*" + * -+-... 
*]^ça=2Aj-h...-+-2«(2n— i)A„.r=^»--2-h(2n-+-2)(2n-hi)A„^.ja7««-f-... 

et portons les dans Téquation (i). 

En égalant les termes de degré n, on a la relation entre les coeffi- 
cients consécutifs : 

(3) A„H- A„+,(2n -h2)- = o 

(1) Pour une étude d^ensemble des fondions de Bessel, voir : 
Grat ard Mattews. — Trratvse on Betsel Funclions (MacmiUan). 
Riemahr-Webeii. — Partielle Diffère ntiaUGleichungen, 4* édlt. (Wiêweg) 
1900, en particulier t. 1, ch. tiii et t. II» ch. it. 
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d'où 

A -- A 

^» - (41-^ ^ ^ (2.4)' 

-^" ^ ^^^ (9.4 ... 2/'/' 

Ces termes ont dos signes alternés ; leurs dénominateurs croissent 
vil*' et la convergence est rapide, ce qui permet d'employer la série 
commotlf^ment quand x n'est \ms trop ^rand. 

\^ est arbitraire, nous le prendrons égal à i et nous aurons 

(4) J ^= I — -__ -^ • -f- -h I— l)» :- -f- ... 

■^' " '2y (a. 4)* ^ î!.4 ..• 2/t.' 

J„ n*est pas l'intégrale générale puisque, môme en prenant A^Jq, il 
n*y a qu'une constante arbitraire, et que Téquation est du deuxième 
ordre. 

117. — Cette intégrale particulière Jq est, pour nous, la plus im- 
portante. Cherclions les racines de Téqualion J,, = o, en admettant 
qu'il y en ait. Nous savons à Tavance que s'il y a dos racines : 

a ! elles seront paires ; 

h) il n'y on aura pas qui soient imaginaires pures ; car, pour de 
telles valeurs, tous les termes de la série sont positifs ; 

c)iiny a pas non plus de racines imaginaires complexes; en 
effet, S(3it une telle racine 

A, = a + pi. 

Comme les coefficients do tous les termes sont réels, 
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serait ausvsi une racine et en substituant À,r et X^/* dans J, on aurait 
(les résultats de la forme 

J, = U — \i 

de sorte que r = i sera racine de J, et de J,. 

D'autre [part, nous avons obtenu (n^ 106) l'équation suivante 
(éq. 18) où a. X^, X, sont arbitraires, 



i^renons a — i, J, et J^ sont nuls à cette limite; la première 
parenthèse est nulle aux deux limites. 
En outre, de 

X,« = a* — p« -h 20L^i 



on tire 



on a aussi 



Il rcsierail donc 



x,^-x,* = 4api; 
J,J, = IP -t- v^ 

4ap2 / r{\]'-h\')dr = o. 



Celte intégrale ne peut être nulle, donc il n'y a pas de racines 
imaginaires conjuguées. 

Les racines sont donc toutes réelles. 

On arrivr, de la même façon, aux mêmes conclusions pour les dé- 
rivées d'ordre quelconque de J. 

d) 11 n'y a pas de racines doubles ; en effet, s'il y en avait une, X,, 
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elle serait a)iiiiDune à J et à sa dérivée ; ; or ou a (^q. 20, 11' 107) 



/'' 



['mi*<'-=[î;:h|)'-"^''|'i'-.-»1]° 



Eq faisant /• = a = i, J et - s'aimuleruicnt ; le secoiul membre 

dr 

serait nul et on devrait avoir 



1- 



ir\K^ir)\'dr = o 



ce qui est impossible ; il n'y a pas de racines doubles. Il en est de 
mAme pour toutes les dérivées de J. 

lis. — Enfin il reste à montrer qu'il y a bien des racines : nous 
ferons la transformation suivante destinée à faire disparaître la dé- 
rivrc — du premier membre de Téquation différentielle : 



u = J/ 



œ 



du /- dJ , l - 






En substituant dans Téquation (1), multipliée par v'J^» on trouve 
Rappelons en passant que toutes los équations linéaires du secoud 
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ordre peuvent être débarrassées de la dérivée première de la foDC- 
tioii ; si Ton a 



Po^ Pi» Pi ^tûïit ^^^ fonctions quelconques de x ; en posant 

- CP- dx 
u = ye J *Po 

réciualion se ramène h 

«>'î' . 4PoP:j — '^Pi^P^ — Pi' -^ îPiPo' ., _ ^ 

*yr' 4Po- 

Si X représente le temps et i/ le déplacement, ce h'pe d'équation 
peut s*appliquer à un ^rand nombre de problèmes ph^-siqucs dans 
lesquels on étudie le mouvement de corps matériels ou électrisés 
pour lesquels la masse p^, la résistance du milieu p^ et la réaction 
élastique /)j ne sont fonctions que du temps. 

119. — Nous allons montrer en suivant la marche indiquée par 
M. Kneser, (|ue l'équation 

-,-^011 = 

dans laquelle p est toujours positif, a toutes ses intégrales oscil- 
lantes 1^). 

Considérons Téquatiou auxiliaire : 



(6) ^^ + ,,=0, 



v') KifisKB. — Math. Anrt., t. XLII, 1891. Voir aussi un ancien Mémoire de 
Stcem. — Jourii, Liouv.^ t. 1, i83fi. 
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r étant encore uno fonction de .r, el comparons ii et z pour les mêmes 
valeurs de x. On a 






el en intégrant entre des limites quelconqu(»8 a et 'fJ 

\ z *-' — w " I 4- 1 '? — 'i)nzdx = o. 

120. — CJonsidérons le cas particulier où o = a, c'est à dire où Ton 
prend deux intégrales différentes de la même équation (5). Supposons 
qu'il existe sur ox {]ï\g. i6) deux points a et ? qui soient deux ra- 
cines consécutives d'une des intégrales u, Téquation (71 se réduit à 






Si nous sommes sûrs que u n*est pas infini dans Tintervulle a^, — 

a des signes différents en ces deux points, car u a passé nécessaire- 
ment par un maximum ou un minimum entre les deux. 

L'équation exprime que la quantité j *-^ a le même signe en 3 
[ et ^ ; comme — a changé de signe, ^ en a changé aussi et, à moins 

^ oX 

i que J ne soit nul pour a et ^, auquel cas cetti' fonction serait iden- 
ifqiie à t/, 7 aura une racine entre s et ^. On montrtTait do mémo 
[faHy a une racine de u entre deux racines de - . 

Ainsi s'il y a une intégrale qui possède une succession do racines 

|ii6]ictes, toutes les autres auront aussi une suite de racinos intor- 

[ttlées entre celles de la première int«'*^'rale. 

121. — Considérons le cas où p et 7 sont différents. Supposons 

8 



!!4 
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qu'on puisse trouver une fonction v telle que, dans Tintervalle ( 
deux racines consécutives de u, (p — <t) ne soit jamais positif, 



<x < o. 



Nous aurons cette fois 



(8) 






4wi 



Supposons que dans cet intervalle (ap), où u ganle toujours 

même signe, -h i>ar exempi 
z ne s'annule pas non plus 
soit par exemple toujours p< 
silif. On a alors 




Fig.16 
d'autre part, on a 



-«>0, 



-3> o; 



(Sl<»- 



La somme des deux premiers termes de Tt^quation (8) est donc né 
gative; comme tous les termes de l'intégrale sont aussi négatifi 
Téquation (8) ne peut pas ôtrc satisfaite : il en résulte que z ne peof 
pas être positif dans tout l'intervalle ap. Il no peut pas être non plui 
négatif dans tout cet intervalle pour la môme raison ; il doit par suite 
changer de signe entre a et ^. Donc si Ton connaît une équatioft 
auxiliaire (6), telle qu*on ait p — a «; o dans tout un intervaUe com- 
pris entre deux racines consécutives (!<» ?/, il y a une racine de z aX 
moins entre les deux racines de u. 

Inversement, si on a une équation auxiliaire telle qu'on ai 
(p — ») > dans tout un intervalle entre deux racines de s, il y * 
une racine de u au moins entre les deux racines de z. 



122. — En particulier, si on connaît pour p une limite finie et pC 
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sitive 71' à laquelle p reste toujoui's supérieur quand x croit consUim- 
ment, on i>ourra prendre ^ = «■ cl consi<Iércr Téquatiou 

-h n^z = o 

d«int rhitcgrale (*&t 

^ = A cos ;t.v -4- B sin nx. 

Entre doux racines consùnilives de jt, il y aura, d après ro qui 
préct'de, au moins une racine de m. 

Si, à partir d'une valeur suffisamment grande de x, p est toujours 
plus petit que (n -+■ &)', e étant positif , considérons Téquation 



dont l'intégrale générale est 

w = C cos [n •+■ ê).v 4- D sin (w h- ç)a? 

entre deux racines de u, il y a toujours une racine au moins de w. 

Choisissons les constantes A, R, G, D, de manière que x = ^ soit 
racine à la fois de z et de w et qu'il n'y ait pas de racine de u dans 

rinUT>'alle très petit entre ? -f- ^rrri ®* ^ "^ ^ • *^ ^® i^"* ^^^ >' 
avoir plus d'une racine de u entre î et 5 '-^~~- , et il y en a tou- 
jours au moins une entre f et î -h - • 

Il n'^sulte de là que, pour des valf^urs suffisamment ;;randes de x^ 
ii y a une racine et une seule dans chaque intervalle - . 

123. -— Pour réquation de Bessel, la limite est 7i = i. Pour de 
très grandes valeurs de x, les racines finissent par se succéder avec 
onécarl :: Tune de raulre. et on peut prendre l'expression ai)i)r( ( lié 

, , , A cos a? H- B sin x 
(9) J = ^/.^ 
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Comment faut-il dcterminer A et B pour que les grandes racines 
coïncident avec celles de Tinlcgrale parliculière Jq qui se réduit à 
Tunité pour a? = o ? Cette question est très pénible à traiter et nous 
en donnerons seulement le résultat : 

Pour que la valeur limite soit celle qui correspond à la valeur i à 
Torigine, il faut prendre 

A = B = -?- 

de sorte que la valeur limite de Texpression de Jq dont nous avons 
le développement en série est 



Jo-^ 



2 COS 

V' 27:^? 



a-«) 



L(* calcul numérique montre que, dès la première racine, c'est- 
à-dire pour 07 = 2 environ, cette expression représente Jp à moins 
de '-. 

lOO 

Dès le premier maximum, la valeur de xi\ relative à ce maximum 
est égale, au centième près, à la valeur constante que prend ce pro- 
duit pour les maximum éloignés. 

Remarquons enfin que cette intégrale J^ n'est pas celle qui con- 
vient pour rcxtérieur d'un cylindre, car le produit jrJ, qui représente 
le flux de force à travei^s une circonférence de rayon proportionnel 
à X, devient infini en même temps que x et le flux de force croîtrait 
indéfiniment avec la distance à Taxe. 



ii. 

ri 



CHAPITRE VI 
cAbLKS. — ÉTAT VARIABLE 



124. — Le problème général de la propagation des variations de 
(totentlel électrique dans les conducteurs est très difficilement abor- 
dable ; maïs il se simplifie lorsque le conducteur principal est un fil 
très long, entouré de très près par un autre conducteur au potentiel 
zéro, qui sépare le fil de tout autre système électrisé ; Tensemble 
du fil et de son enveloppe conductrice, uniforme sur des longueurs 
de plusieurs milliers de fois leurs dimensions transversales, est alors 
soumis seulement à des influences locales, et n'est exposé à aucune 
action directe des parties lointaines du circuit. Cet ensemble, fil et 
son enveloppe conductrice séparés par un isolant solide, qui porte le 
nom de « câble » se comporte comme ayant une capacité électro- 
itatiqxie déterminée ; c'est ce qu'a admis lord Kelvin dans ses études 
^ théoriques sur les câbles, dès i855, au début môme de cette indus- 
^We, études qui ont eu une si capitale importance pour le dcveloppc- 
^aeot de la télégraphie transatlantique. 

^0Q8 commencerons par justifier cette vue au moyen de considé- 
jmkm» empruntées à M. Vaschy (1888), qui montrent que Tapproxi- 
Imion obtenue est certainement meilleure encore que ne l'indique 
[lie vue rapide du problème. 

ttS. — Considérons donc un état dans lequel — peut être consî- 

àX 

>^ comme uniforme sur une longueur considérable x du fil. 
'^letnbe isolant, les équations du problème sont 

V =rr — A^; 
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sur la surface du fil conducteur, de rayon R, ; sur la surface exté- 
rieure de l'isolant, de rayon R^, qui est la surface intérieure de l'ar- 
mature 

V = o; 
et entre les deux cylindres concentriques 

AV :r= o. 

On satisfait aux deux dernières conditions en prenant 

et à la première en dclcnninant B par rc(]ualion 
-Ax = B.rlog^', 



ce qui donne 



log^ 



126. Forme des surfaces de niveau. — Pour a? = o, V est 
nul quel que soit r ; la surface d(* uiveau va normalement du câble 
à Tarmature extérieure. 

Les autres surfaces sont données par 



r\0g^=O'; 



elles ont comme méridiennes les courbes indiquées sur la figure 17 ; 
qui toutes se rapprochent de l'armature e.xlérieure à laquelle elles 
sont asymptotes. 
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Cherchons sous quel angle elles coupent le fil conducteur : on a à 
la surface du fil conducteur 



.^V 






= — A 

Ax 1 



log 



H. 



Tangle a <iue fait la langonlc à [la courbe avrc la direction de Taxe 

est donné par 

'>V „ , R, 
, _rfr_55_^;_^R; 

** ■" d,v "" «^ """ >' ' * 

or 

Cette tangente est infinie pour a? = o et décroit avec une extrême 




Fig.l7 

R 
rapidité : car le facteur -*- devient très vite excessivement petit : 

par exemple, avec R, égal à 3 fois Ri, ce qui donne log ,»• = 1,09 

la tangente est de même ordre de grandeur que-*; pour un fil 
d'un millimètre de diamètre, Tanglc s n*est déjà plus que d*une ou 
«Jeux minutes à un mètre de distance de l'origine 

!b = J_. 

X 200 

Les surfaces de niveau partent donc tangenticUemcnt au conduc- 
teur à une fraction de degré près. Ce sont sensiblement des cylindres 
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parallèles à la fois à Tenveloppe et au cable comme dans le cas d*un 
cylindre en équilibre électrique au milieu du cylindre qui Fentoore. 

127. Capacité.— Dans ces conditions on peut s'attendre à ce qu'il 
devienne légitime d'introduire la notion de capacité -par unité de 
longueur, qui était absurde pour un fil placé dans un isolant de 
grande étendue. En effet la densité à la surface est 

^ ' àr 

en supposant le pouvoir inducteur spécificjue de Tisolant égal à i . 
On peut écrire 

4~li"!^ = j^ ' 

ll,l0gj^l 

La quantité d'électricité par unité de longueur au point d'abcisst* '• 
est 

.il-' lOg J' 2ll^ lOg 1^^ 

Il y a une relation do proportionnalité entre la charge et le poten- 
tiel, ce qui permet de définir une capacité par la relation 

C- '- =.^'». 
•illMogj^* "' 

C'est précisément celle que l'on trouve en électrostatique. 

Un point à remarquer c'est que cette valeur est applicable tout le 
long du cable, y compris le point où le potentiel est égal à celui de 
l'enveloppe et où la surface du niveau est une section droite. 



128. — Donc, dès que le potentiel est devenu linéaire sur des 
longueurs très grandes par rapport au diamètre, *— ^ petit par 

1 à\ 
rapport à „ , nous pouvons introduire la capacité électrostatique 
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et nous en servir dans tx)U8 nos raisonnements ; les tout premiers 
instants sont ainsi seuls exclus. En généralisant le résultat du rai- 
sonnement fie M. Vascliy, nous prendrons pour capacité, celle 
diî problème d'équilibre correspondant môme quand le fil sera 
evi-eiitré. 

L'ensemble des équalions du champ extérieur au fil se résume dès 
lors dans l'équation de charge superficielle : 

<>« ~ ' i^t ' 

s'il n'y a pas de fuites ; en éliminant / entre cette équation et Tocjua- 
tion tirée de la loi d'Ohm 






I équation de propagation de Télectricité dans le cable est 






129. Fuites. — La notion de fuites, si confuse dans le problème 
général, quand il s'agit d'échanges mal définis entre le conducteur 
et l'isolant qui l'entoure, fait place, pour les cAbles, à une notion 
beaucoup plus simple, celle de courants dérivés allant, à travers l'iso- 
lant iin[)arfait, du fil conducteur à Tenveloppe qui lui fait face. Dans 
Télat permanent, et même dans Tétat variable, si l'isolant 71 absorbe 
pas réleelricité, la densité électrique dans l'isolant, même parcouru 
par le courant dérivé est nulle, et le problème de la distribution du 
potentiel reste le môme que précédemment ; la notion de capacité 
înbslste, et de plus, d'après les considérations générales du n° 86 le 
courant du fil à l'enveloppe est égale à /r'Cj,V, en appelant toujours 
C^la capacité géométrique [)ar unité de longueur du fil dans son enve- 
loppe et k la conductibilité de l'isolant. 
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La perte d'inteusité par unité de longueur dans le fil, — ^^., fournit 

maintenant à la variation de charge de la surface du fil, C '-y , et au 
courant dérivé à travers Tisolant A-'C^V, ce qui donne 



ai p ^Y 



..^^Cll H-A-'CoV, 



ou, en employant les unités électromagnétiques de mesure, comme 
nous le ferons toujours par la suite 



ai K p <>V 



.c/:; H-A-'CoV 



iP est le carré de la vitesse de la lumière dans le vide ; K est le 
pouvoir inducteur spécifique de Tisolant par rapport au vide. 

130. — L'équation du potentiel le long du fil devient alors, en 
éliminant t, entre cette équation et celle de la loi d'Ohm 

Les propriétés de Tisolant sont malheureusement encore plus com» 
pllquées que celles que nous traduisons en lui attribuant un pouvoir 
inducteur K et une conductibilité / ' ; mais Fétude expérimentale de 
Vabsotytion électrique par Tisolant n'ayant encore révélé aucune loi 
susceptible d'expression mathématicjue, nous ne pouvons nullement 
en tenir compte dans la théorie. 

L'équation : 

est la même équation différentielle qu'Ohm avait obtenue. Mais 
les coefficients d'Ohm avaient une signification toute différente de 
ceux-ci. 

Ici .. C(, est un coefficient de charge superficielle ; tandis que le 
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coefficient correspondant d'Ohm était un coefficient de charge par 
unité de volume, correspondant à une propriété hyi>othétique du mé • 
tal au lieu d*une propriété géométrique, dans laquelle n^intervient 
que K, pouvoir inducteur spécifique du milieu extérieur. 

131. — Pour tout phénomène défini par des équations différen- 
tielles linéaires, Tinfluence de Tétat initial et celle d'une modification 
locale peuvent être étudiées séparément ; l'addition des deux solu- 
tions convenables, Tune avec modifications locales imposées en fonc- 
tion du temps, l'autre avec un état initial simple, fournit la solution 
pour le cas général. 

Nous pouvons donc distinguer deux cas types : 

l' Etat initial donné en x ; loi du retour à Téquilibre. 

2' Etat initial d'équilibre : modification locale donnée en fonction 
ilu temps ; loi de la propagation. 

C'est ce second problème, qui dans le cas des câbles est le plus 
important. 

Ecrivons Véquation sous la forme 

/.) représente la conductibilité du câble kr.K^ ; 

?, celle de l'isolant kC^ ; 

*;. est la capacité du câble ^^ C^, 

132. Solutions simples. — Etudions d'abord les solutions sim- 
ples de la forme 

' <'t ^ satisfont à Téquation 

yy = Y? -i- 'h 
doii 
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La vitesse de propagation correspondant à cette solution est 






1° Supposons a réel, ? et w le sont aussi et Texpression pré- 
cédente montre que la vitesse w est réelle ; elle croît avec la con- 
ductibilité du cûble ; elle dépend de la valeur de a c'est-à-dire de 
la forme de la courbe exponentielle au temps o ; elle varie en sens 
inverse de la capacité y- 

2"^ Examinons le cas plus général où a et ^ sont des imaginaires 
quelconques ; soient 



a = a, 4- ta,, P = P, + i>2. 

L'équation (3) devient 



(4) ?. + /3, = ^•^^-'^-3-) --» + Y- ..,,/. 



133. — Cas particuliers : La disparition de Tétat troublé est pro- 
gressive sans oscillation, si 3^^ est nul, ce qui exige que Tune des deux 
quantités a^ ou ai soil nulle aussi ; cela arrive si Fétat initial dé- 
veloppe dr.ns le sons des x csl purement exponentiel (a, = o) ou 
s'il est purement oscillatoire (ai =: o). 

(a) a, = 0. Examinons d'abord ce dernier cas. Quelle que soit la 
période en longueur, la solution est donc toujours de la forme 



(5) V = A r T cos a,.r. 



L'amortissement comprend deux termes : 

- ? t 
Le premier e T dépond du rapport des fuites à la capacité, et il 

est indépendant de la longueur d onde. 



. j^. 
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Le deuxième terme e r dépend de cette période par at^ et du 
rapport de la conductibilité du fU à la capacité. 

Lamplitude décroît sur place sans qu'il y ait de propagation. 

h^ ij = o, a, < o Etat exponentiel, applicable à un câble limité 
du côté négatif : 

V = Ae X*^ T ^ *""• 

Cet état n'est décroissant en fonction du temps quo si Ton a 

la décroissance du potentiel en x ne doit pas être trop rapide, pour 
qu'il y ait décroissance dans le temps ; la limite de décroissance en 
xest d'autant plus voisine de Tuniformité que les fuites sont plus 
faibles. Pour 

Tétat est indépendant du temps. 

134. — c) Supposons maintenant le phénomène purement pério- 
dique en fonction du temps (obtenu par exemple par un entretien en 
un polut déterminé du fil). 

Xous aurons 



= o. 



et par suite 



d'où 



/.(«.* ■ 



.6) 
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La solution (le\ieDt 



en choisissant le signe dn radical de fa^n à avoir un phénomène 
s'amortissant du côté positif ; en prenant la partie réelle et en choi- 
>issant convenablement Torigine du temps : 



A nn instant donné Tamplitude est représentée en fonction de 
Tespace par une courbe périodic|ue amortie dont les nœuds se trans- 
portent, quoique Tamplitude en chaque point ne dépende pas du 
temps. La vitesse de propagation des nœuds 



dépend de tout ce qui caractérise le câble et loscillation. Elle croit 




Fig 18 

avei' la conductibilité du cAble, décroit quand la capacité augmente ; 
croit quand z. augmente, donc quand la longueur d onde diminue. 
Enfîn elle croit avec ^, c^'st-à-dire quand les faites augmentent. 
Remarquons que si l'on augmente indéfiniment la longueur d*onde 
fi, = o^ la vitesse de prc|vigation tend vers une >'aleur limite mini- 
mum. ~ i -f/, différente de zéro quand il y a des fuites. 



I 
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135. — (l) Enfin, considérons le cas général où le mouvement en 
un point est périodique et amorti : 

la ^lution sons la forme réelle est 

(8; V = Ae"" '^"^ ~ ^'^ cos («,r h- p,/). 

Dans ce cas. il y a plusieurs vitesses de propagation à distinguer 
suivant la nature du phénomène observé. 

j * Si nous observons les passages du potentiel j)ar zéro, le cosinus 
nous donnera pour vitesse des nœuds 

— r? OU ' . 

«. ï 

Cette vitesse de propagation est en raison inverse de la capacité et 
proportionnelle à 0L^ c'est-à-dire à l'amortissement de la distribution 
en longueur ; elle est indépendante de la longueur d'onde. 

2" L'amplitude Ae"" *'^ ^ •"'' se propage avec une vitesse différente 
de la précédente, 

qui dépend de toutes les qualités du câbl<% de l'amortissement et de 
la longueur d'onde. 

3*" L'intensité du courant est 

^y/^-=/X -«*^-P«^[a,eos(a,a;+B,0-^«2 8in(«.^ + M)J, 

ses nœuds et son amplitude si» propaf^ent comme ceux du potentiel. 
En résumé, il n'y a pas, dans l(»s cAl)les, de vitesse de propagation 
déterminée indépendante des circonstances ; mais on peut créer des 
S4'ries d'états qui se pro])agent avec une vitesse uniforme. 

136. Formation d'une intégrale plus générale. — Revenons 
à la forme de solution simple donnée i)ar l'équation (5) ; en effaçant 
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l'iudicô devenu inutile cl laissant arbitraire l'origine nous pouvons 
la mettre sous la forme 

(9) V = e r e T (A cos x/* -r B sin xc,. 

Vax ajoutant une infinité de solutions simples de cette forme nous 
aurons une série ou une intégrale de Fourier permettant de repré- 
senter un état initial arbitraire. L(*s solutions indiquées |)ar Fourier, 
à propos de la chaleur, sont les plus intéressantes 1 *). 

Si nous avons un fil indéfini du coté des x positifs nous pourrons 
dans le calcul le considérer comme indéfini dans les deux sens, en 
prenant à gauche un état initial résultant de celui qu^on s'est donné 
à droite ; en particulier si Tétat initial est représenté à droite par 
une fonction impain* il faudra prendre, pour — x, la même valeur 
initiale que pour -h x, changée de signe. 

137. — Un des premiers cas étuiliés par Fourier est le suivant : à 
rinstant initial on établit un poteiïtiel uniforme (température de Fou- 
rier) égal à 1 , sur une portion do longueur égale à 1 à partir de 
Torigine; partout ailleurs lo potenti(»l est nul. 

La fonction qui donne cet état initial est 

(10) > rrr I <'OS X/' - (11. 

^ ' T. J a 

La source qui entretient ce potentiel constant, étant subitement 
enlevée, il se produit une diffusion progressive représentée par 

-»« 

(11) ^ = _ ® /- / ® cos nx rfa. 






On remarquera que, par suite de la présence de l'exponentielle , 
sous le signe /, la discontinuité ne se conserve pas. 

138. — On doit à Laplace {Journ. Kc. Polyt. XP Cahier) une 
forme d'intégiale qui met en évidence Tétat initial. 

(i) FoimiBR — Théorie de la chaleur, Ch. ix n®» 347, 348. 
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Partons de Tintégrale connue 



/ 



e- î* dq =. V^t:. 



Cette intégrale étant prise de — » à -h » nous pourrons rem- 
placer q par ^ + *?, 'c étant une constante, sans changer la valeur de 
rintégrale 

OO «>' — X 

T ne dépend pas de g, nous pouvons donc écrire : 






D'ciutre part la forme générale de la solution simple est : 
V = Ae»» + ?', 



ave«." 





p = ^; 


on peut écrire : 






Ae"^+^' = Ae + f'e 


Posons : 






f^ = ^'; 



t-f «f 



d'après ce qui précède, on pourra écrire, 
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Ajoutons maintenant un nombre quelconque de solutions de ce 
^enre, les A et les x étant différents, nous aurons : | 

(13) V=V^Ve"+?'=-r ■ / e-î^[VAe.('-''\^'?/)]rf? 

qui se réduit pour * = o à 



139. — Sans nous inquiéter pour \o moment des caractères jré- 
néraux de cette fonction, nous sommes bien certains qu^elle est ar- 
bitraire dans une large mesure; (»t nous pouvons y mettre en 
évidence Tétat initial : on effet si à Tépoquc t = o nous avons 
comme condition initiale : 

(i4) VAe«^ = F(.r) 



F étant une fonction connue de 1 e8|>aco j, la fonction entre crochets 
sous le signe | , est : 

Nous obtenons donc Texprossion 
où rétat initial est bien mis en évidence. 
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■ Remarquons qa*à Tintégrale (i5, relative à un état variable 
r quelconque nous pouvons ajouter une solution indépendante du 
I temps représentant un état permanent. 

140. — Le cas le plus intéressant pour Tétud*» de la propagation 
dans les Cilblcs, est celui où, dans l'élat initial, le potentiel est nul 
]<artout, sauf à Torigine. où nous le prenons é^nl h i et où il garde 
•'onstamment cette valeur. 

Pour a: = nous devons à toute époijue avoir V = i . 

Ail bout d'un temps infini la solution correspondant à Tétat 
permanent vers lequel on tend, est 



nous prenons j ^ | parce que nous admettons que le câble est symé- 
trique par rapport à l'origine. I/état initial est représenté |)ar la fonc- 
tion 

ce qui nous conduit à prendre, dans Tintégnile 

«• — 00 

si X est positif Fi(a?) = — e V 7. 

si X est négatif V\{x) = — e V 7 



Sons le signe / il faudra remplacer F (x — 2q \/^'-) par 

F. (^ - ^q v/ v) ^* '*«'• *"* (^ - ''^ V ^f ) î 
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la variable étant q, le changemeat delà fonction F| h la fonction F^ se 
produit poar 

n faudra donc écrire l'intégrale, en séparant les deux parties 

'dq 



■/ 



1\/5 _,. _^2(._,,y//^)^ 






-/ _ 

^^. Il 



V x« 



141. — Mettons en évidence, dans ces intégrales, les termes 

elles s'écrivent : 

la première ~ / e ^ ^ >'• e ^ >^ ^ dq 

la seconde -f- / e ^^ ^ V X ""e"" ^^ "^ V ^^ rfg. 

Prenons comme variables respectivement 

î = g — Y ^ dans la première, 

^ = S' -♦- Y ^ <ia»8 la seconde, 

et faisons sortir du signe d'intégration les facteurs indépendants de 
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ces quantités ; noos aurons finalement 



133 



ï V /.« V r 




?« 



+ eT 






Vè+V? 



Portons dans Téquation (16) cette valeur de Fintégrale qui y 
figure; il vient 



V= 






H'jVf. 



-v/^- 



142- — Cette solution satisfait bien aux conditions géné- 
rales : 

1*» Pour / = 00 et a: fini, les deux intégrales sont nulles et 
on a bien la distribution qui correspond à Fétat permanent du 
(^le. 

20 Pour < = et 0? ^ o, la seconde intégrale est nulle ; la première 
égale à v/^ ; il en résulte que V est nul. 

3** Enfin pour a? = o et à une époque quelconque, les deux inté- 
grales sont égales et se détruisent, et il reste seulement le dernier 
terme, égal à Tunité. 

143. Discussion. — L'équation précédente est difficile à discuter, 
et comme dans la pratique on cherche à diminuer les fuites le plus 
possible, c'est le cas où elles sont nulles qui a fuit l'objet principal 
des recherches de Lord Kelvin ; faisons donc 



<p = o. 
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Posons 



= ,i:/.-'^=. 



(18) ^(0 = .7^ 



Cette fonction g est bien connue ; on en a dressé des tables nu- 
mériques (voir Tables de Houél), L'équation (17) devient alors 

(>9) V='-^s(jy/x). 

Dans lo cas où il n'y a pas de fuite, le potentiel ne dépend que de la 
variable 

il est facile de voir sur Téquation différentielle même, par de 
simples considérations d' homogénéité, que lorsque 

^ = 0, 

c'est bien là la variable essentielle du problème. La capacité et la 
conductibilité n'interviennent donc que par leur rapport. 

144. — Le temps au bout duquel le potentiel en un point x 
atteint une fraction déterminée du potentiel à Torigine varie comme 
le carré de cette distance oc. Ce résultat extrêmement important, énoncé 
par Lord Kelvin au moment des grands projets de communication 
par câble avec l'Amérique, n'a pas été admis du premier coup ; les 
électriciens n'étaient familiers qu'avec l'idée simple d'une vitesse de 
propagation, c'est-à dire d'une durée de propagation proportionnelle 
h la dislance. 

En particulier un ingénieur des télégraphes anglais, Whitehouse, 
publia en 1 856 les résultats d'une série d'expériences qui infirmaient 
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là loi de Lord Kelvin ; il trouvait on effet pour le relard h l'arrivée 
ks durées indiquées ci-dessous : 

r.oDgaear du e&b!p lUtard à l'arrivée 

83 mille:^ o«,o« 

249 = 3 X 83 o ,3'i 

498 = fj X H3 o .79 

535 .. .74 

loao I /|'i 

Les nombres obtenus sont îrrégulicrs, cependant semblent plutôt 
correspondre à une loi linéaire. 

Lord Kelvin répliqua en faisant remarquer que les conditions de 
lexpérience n'étaient pas celles que suppose la théorie : Whitehouse 
en effet maintenait le contact du câble avec la source pendant une 
durée limitée et notait non une fraction déterminée du potentiel ini~ 
liai mais Tapparition du signal qui manifestait le courant ; dans ce 
cas la théorie est beaucoup moins simple. 

145. Emission de durée limitée.— L'expression de V que nous 

avons donnée suppose que, le câble étant d*nI}ord au potentiel o, on 

met un bout en communication avec une source dont le potentiel 

varie suivant une loi déterminée en fonction du temps ; alors V est 

de la forme 

V = /-(/,a;) 

/ étant compté à partir du moment où Ton établit le contact. 

Si an lieu d*ètrc établi à Torigine du temps, 1<^ contact est établi 
an temps -, on a 

Etablissons d'abord le contact au temps o avec une source à po- 
tentiel constant, puis supprimons-le au t(rm[)s t et réUiblissons la 
communication avec le sol ; la solution est évidemment donnée 
pour les époques postérieures à x, pjir 

PU prenant pour fie second membre rie rôquutioD (17). 



«36 
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V-1 




Si un potentiel très élevé Vq, est maintenu pendant un temps très 
court, on aura 

nous pouvons prendre simplement -{ pour représenter le potentiel à 

àt 

toute la distance. 

146. — Les courbes correspondant à ces divers cas ont été pu- 
bliées par Lord Kelvin, dans 

^^^ une correspondance avec 

Stokes,où Ton retrouve tout 

le détail de cette discussion. 

t Portons en abcisses les 

temps et en ordonnées les 

== potentiels : si on supprime 

le contact après un certain 
temps T, il faut à psirtir 
de cet instant retrancher des ordonnées de la courbe primitive, celles 
de la même courbe avancée de x comme l'indique la ligure 19. 

Pour tracer les différentes courbes, Lord Kelvin a pris une unité 
de temps particulière a, arbitraire, 



Tig.id 



'=iMf)i 



Il a tracé une série de courbes pour lesquelles le contact était sup- 
primé au bout des temps. 



fl, 2a. 3a,... 7a, 



cette unité a est telle que, 
pendant ce temps, le poten- 
tiel subisse un accroissement égal à ^ de sa valeur maximum. Au 




bout do la il aura atteint .; ; de 3a, ~ ; et enfin au bout de 7a, - . 



CaAPITlIK VI. — CÂBLB8. ^AT VÀRIABLB |37 

11 a tracé aussi la courbe correspondant à un contact très court 
avei- une batterie puissante, telle que le produit (W) du potentiel V 
de la soun*e par la durée *: du contact est égal à i. 

La courbe (fig. 20) a le mc^me aspect mais monte plus rapide- 
ment que dans les cas précédents. 

147. — Si la longueur du câble varie, il faut, pour avoir la même 
courbe, que la durée du contact soit proportionnelle à (a) c'est-à- 
dire au carré de la longueur ; or, dans les expériences citées plus 
haut, \Miilehouse paraît avoir établi le contact pendant la même 
durée, quelle ((ue fût la longueur ; dans ce cas on peut trouver, en 
se servant des courbes, le temps au bout duquel arrive le potentiel 
maximum d'après la théorie : 

l/mgaenr des c&bles en 
mUle» marinx .... i'm) !kK) Hoo 1300 24^^ 

1*» Durée de contact extrêmement courte 
mais avec une batterie puissante : 

Epoques d'arrivée . • . o»,oi64 o«,o656 o»,2fiao i*,o490 4'* 19^ 

1** Durée de contact : 1 seconde 
Epoqnes d'arrivée. ... i* i* iSio4 1*70 ^K^Z 

30 Durée du contact : i 6 secondes 
Epoques d'arrivée ... i6« i6« i6» ift« i7*«49 

L'allure des nombres change complètement d'un cas à l'autre. 
L'arrivée du maximum retarde énormément à mesure que la durée 
du contact augmente. 

L'arrivée d'une fraction déterminée du maximum se fait toujours 
au bout d'un temps fini qui atteint une valeur limite pour chaque 
câble. Le tableau suivant indique pour un câble la valeur de ce 
temps (^fraction > du maximum) pour une durée déterminée du con- 
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tact et pour les autres la valeur limite et la durée du contact pour 
laquelle on atteint cette valeur. 

Doré* 
da coQlaet Epoque d'arrivée des - da mazimnni p «ar let eAbles de 

en «ecocdet 4 

i.5o mUles 3oo milles 600 miUM 3400 milles 

O 0*011 

1/3 o*,o378 
a 3 » o«,i5i 

8 » » o«,6o4 

Contact 
permanent » » » 9**664 

Ces tableaux montrent qu'il y a place pour toute une variété de lois 
apparentes du temps que met à arriver une fraction déterminée du 
maximum. Or, c'est une fraction du maximum, d'ailleurs assez mal 
déterminée, dépendant de la sensibilité des appareils récepteurs, que 
Ion observe lorsqu'on note le début de la déviation, il n'y a rien 
d'absurde à ce que, dans un cas particulier, Whitehouse ait pu trou- 
ver une proportionnalité grossièro de ce temps à la longueur. 

148. — Cette discussion montra péremptoirement que, pour con- 
server la même durée de propagation, il faut changer ^ dans le même 

Y 
rapport que x^. 

Or X est proportionnel à la section du fil et y dépend de log ^ ; 

on laisse r^ constant, y est constant et / varie comme le carré de R, ; 

donc il faut faire varier Ri dans le même rapport que la longueur ; 
c'est ainsi que Lord Kelvin conseilla de fabriquer le premier câble 
transatlantique par rapport aux petits câbles déjà connus. 

Cette proposition donna même lieu à une méprise assez amusante, 
et qui montre bien la difficulté qu'éprouvent souvent les praticiens 
et les théoriciens à se bien comprendre : au lieu de prendre un seul 
gros fil central. Lord Kelvin avait proposé de former ce conducteur 
au moyen d'un groupe de fils fins tressés ensemble, ce qui conserve 
au câble une flexibilité plus grande et diminue beaucoup les chances 



SI 



CHAPITRE VI. — CABLKS. ÉTAT VARIABLE 139 

de rupture intérieure. M. \Vliit<»lioiise, ayant rru C4)mprendre 
renoncé, mais n ayant pas du tout compris la théorie, rrut pouvoir 
rontrr'iler la théorie de lord Kelvin rn employant trois fils couverts 
iéparéineat de gulta, et placés côte à coU; ! 11 obtint naturellement 
des résultats imprévus, dont lord Kelvin n*eut pas grand peine à 
indiquer Torigine. 

149. — Les durées de propagation calculées par Lord Kelvin 
dans les tableaux précédents se rapportent à un câble hypothétique. 
In des câbles les plus longs qui avaient été posés à cette époque 
(i856 était celui de Varna à Balaklava. d'une longueur de 4oo milles. 
Mais il avait été employé, sitôt achevé, et cm avait fait peu de 
mesures techniques ; or il était néces.saire de calculer pour ce cable 
le,s coefficients de l'équation; les capjicités étaient bien connues par 
d»î5 mesures éleclnjstatiques (Lord Kelvin prenait 2 comme pouvoir 
inducteur spécifique de la giitta- percha^ ; mais dans notre équation 
entre /*. la conductibilité connue seulement en unités électromagné- 
tiques. Le passage d'un système à Tautre était impossible à celte 
é[j<)que et Lord Kelvin indique à Stokes à ce propos, qu'il a Tinten- 
tion de mesurer le rapport des unités (Q^ , ; quelques mois après 
paraissent les expériences de Weber et Kohlrausch qui déterminent 
ce rapport et Lord Kelvin en tire aussitôt parti : dans le câble de la 
mer Xoire la durée théorique do propagation du maximum pour un 
contact de durée très courte est o%ii7; il en déduit que pour un 
câble de 2 4"» milles cette durée si?rait de 4%'^ et il en conclut la ra- 
pidité de transmission des signaux à travers rAtlanlique, qu'il sera 
pu>sii)le d'atteindre au moyen des api)areils qu'il avait déjà ima- 
ginés, et qui sont encore aujourd'hui parmi les plus surs pour les 
transmissions lointaines. 

150. Potentiel variable à 1 origine. — V„ — / 0- 
L'intégrale (19; 

qui donne, à partir de l'état neutre, l'effet dim contact prolongé 
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depuis t = avec une source au potentiel i, permet de tormer faci- 
lement la solution du nouveau problème. 

Une variation — ^ d-: du potentiel à l'origine, produite à Fépoque t, 
ajoute à Teffet de la diffusion de Tétat qui régnait à cette époque -, 
une variation 



dx 



{.--(fv/i^t;>)]. 



si Tétat neutre régnait à Tépoque o, nous aurons à Fépoque t : 

qui contient la variable t, à la fois sous le signe d'intégration et en 
limite de Tintégrale, tant que le potentiel à Torigine n'est pas devenu 
constant. 
En un point quelconque, l'intensité du courant est : 

en tenant compte de Texpression (18) de la fonction S. 

151. Débit donné à rorigine. — Si nous dérivons Tintégrale 
(19), par rapport à a?, nous obtenons une nouvelle intégrale, l'équa- 
tion différentielle étant linéaire : 

(") v=i[,--=«(?v1)]~Àv/|--S- 



Le potentiel initial dans l'intégrale : 191 était nul partout, sauf pour 
0? = ; il en est de même pour Tintégrale obtenue en dérivant par 
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rapport à X. Quant au potentiel à Torigine, il passe brusquement, 
pour < = o, de zéro à Finfini, pour décroître ensuite suivant la loi 

Llntensité du courant 



'- <M7* hx 



{—(H^y] 



est égale, en vertu de l'équation différentielle à laquelle satisfait la 
parenthèse, à 



ii3) 



■•=-',:[■ --(t\/?,)]. 



et la (pantité totale qui a traversé la section a;, de o à t, est 



fi4) 



^',* = -,[.-,e(fv/ï)]. 



A 1 origine, en particulier, nous savons donc que la quantité totale 
émise passe brusquement de o à — va Torigine du temps, et reste 
ensuite constante. La solution 22^ nous donne donc Teffet de la 
transmission instantanée d'une quantité — 7 d'électricité, l'origine 
du fil x = restant ensuite isolée. 

Une émission de courant suivant la loi 

i = ^{t\ 
donnera donc un potentiel 

Ainsi sont complètement résolus les cas plus importants au point 
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de vue pratique, ceux où Toa se donne la force électromotrice ou 
IMntensité du courant à Forigine. 

Depuis les premiers mémoires de Lord Kelvin, l'étude des mêmes 
problèmes a été poursuivie par les ingénieurs des télégraphes, en 
tenant compte des fuites. On trouvera un résume des résultats 
obtenus dans ie a* volume du Traité d'électricité de M. Vaschy. 



152. — Une des questions que Lord Kelvin a examinées est celle 
de l'influence que peuvent avoir Tun sur Tautre plusieurs fils distincts 
placés à l'intérieur du môme câble. Si Ton veut envoyer dans une 
ligne plusieurs dépêches à la fois, faudra t- il prendre plusieurs 
câbles ou dans le même câble plusieurs fils isolés Tun de Tautro? Ce 
dernier cas est de beaucoup préférable au point de vue économique, 
mais au début Lord Kelvin ne croyait pas qu'il fut possible d'assurer 
suffisamment l'indépendance des fils pour éviter des perturbations ; 
nous nous contenterons de poser la ((uestion et d'indiquer la forme 
des solutions. 

Supposons que nous ayons deux fils seulement, de conductibilité 
/.i ^t /.t ' ^'^^ sur une très grande étendue est au potentiel Vi, l'autre 
au potentiel V,. L'excès d'électricité qui entre sur celle qui sort est : 



pour le premier câble /, — 5^ 
pour le deuxième câble /j — ^ 



C'est cette quantité d'électricité qui sert à les charger l'un par 
rapport à l'autre et à l'armature ; nous admettrons que la notion 
de capacité subsiste encore avec la même valeur qu'en électrosta- 
tique. Or, on sait que l'on a 

M. :- Y.V. + ru(V, - V,) 
M, = T.V, + r,.(V. - V,). 
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Noos aurons par suite ici 

Pour intégrer ce système d'équations aux dérivées partielles, mul- 
tiplions les équations par des constantes a, et a^ et ajoutons ; il vient 

On pourra, de deux façons différentes, déterminera, et a, de façon 
à avoir la même fonction dans les deux membres : il suffit de poser 



3) il^J = '^^ ::= 'l 

7i^i -^ ïij«i — ïis^i Y2«2 -+- ÏHÛ2 — Tl««l 



ce qui donnera une équation du second degré en /; aux deux ra- 
cines correspondront des équations de la forme 



"^ i>a7* fît 



équations semblables à celle que nous avons déjà intégrée et où u' 
et u' sont des combinaisons linéaires de V, et Y^ ; nous n'aurons 
plus qu'à combiner les intégrales générales de u' et u" pour trouver 
l'expression de Vj el celle de V,. 

153. — Supposons, pour simplifier, les deux câbles identiques et 
semblablement placés ; alors 
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En ajoutant et retranchant les équations i^i i nous aurons 

X è (V> - V') ^ -^ ^-l (V. - V.) + T.. .^(V. - V,)- 
Nous aurons des solutions de la forme 

(5) { ^ ^^ 

( V. - V, =.'(.. .,^-^^). 

154. — Supposons que le fil (2) étant toujours en communication 
avec le sol aux deux bouts, nous établissions le contact du fil y à 
Torigine avec une pile et que nous maintenions c^ contact : il suffira 
dans les équations (5) de prendre la même fonction (19) pour (f et 
^' : en effet à l'origine, 

Vi -f- Vj prend la valeur 1 pour ^ = et la conserve, 
V, — V3 prend la valeur 1 pour < = et la conserve. 

Par suite Vj prend à Torigine la valeur 1 et la conserve. Vo garde 
toujours la valeur o. On a donc 






Pour que Tindépendance des deux fils soit suffisamment assurée 
il faut évidemment que y 4- Y12 diffère peu de y; c'est-à-dire que 
la capacité Yu d'un fil par rapport à l'autre soit négligeable devant 
sa capacité y par rapport à Tarmature. 

On voit, pour ainsi dire intuitivement, qu'il faut pour cela que 
Fangle sous lequel un fil est vu du centre de l'autre soit une petite 
fraction de Fangle 2r. sous lequel on voit de ce point Fenveloppe elle- 
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même ; cette condition est facile u réaliser on éloignant suffisamment 
l^s fils l'un do Taulre. 

155. — Dans toute cette théorie des cAbles nous avons, avec Lord 
Kelvin, regardé le phénomène de charge du cAhlc comme étant le 
plirnomène capital ; c'est ce qu'avait clairement établi Faraday (*) 
par ses observations do i854 dans la Tamise, quelques mois avant 
le début des recherches de Lord Kelvin, provoquées par une lettre 
•le Stokes du lO Octobre i854. On pourrait se demander maintenant 
dans quelle mesure il est raisonnable de supposer que Tarmature S(î 
maintient au pot^întiel zéro, tout en se chargeant à sa surface inté- 
rieure autant que le fil lui-même. La légitimit*» de cette hypothèse 
provient évidemment de ce que Tarmature est en communication 
directe avec Feau de mer qui Fentoure, qui par son étendue indéfinie 
oppose une résistance incomparablement moindre aux courants que 
le fil fin de cuivre. Dans un mémoire de 1877 (*), Kirchhoff a amorcé 
cette élude ; considérant le conducleur cylindrique, l'isolant annulaire 
et la mer indéfinie tout autour, Kirchhoff a formé les solutions simples 
de la forme 

V --= I AJo (imr) h- BYo(/mr)| c''^'^ + «« 

qui cont'ennont pmir Tisolant annulaire les deux fonctions de Bessel 
J,. et Yy qui est nulle à l'infini, mais seulement Tune d'elles, J^ dans 
le cni\Te, et Y^ dans Teau. 

Les quatre coefficients A, R, et la valeur numérique de tn qui 
correspond à une valeur donnée de 0, sont déterminées por les 
qaatre équations de continuité aux deux surfaces de séparation : 

' On electric InducLion — Associated ca^es of carrent and slalic effects — 
Proc. R. I. 18.04. t'^xp- ttes. III. SoG." — On sublerrancous Electro-Telegraph 
Wires. — [Ph. M. i854) {Exp, Res. r'iai). — Faraday renvoie à un article de 
W. Siemens. (Ann. Ch. XXIX p. 3()8) qui avait observé dèi« iS'io les munies 
laiU qne Lalimer Glarck et Faraday en i85/|. 

Fnrther observations on associaled cases, in electric Induction, of CnrronI 
wd slatic effects. — {Ph. M. i85r») (Kxp. Res. III. :»7').i. 

t^j Znr Théorie der Bewegung der Elcclriciliit in unterseeischen und unlcrir- 
dischen Telegraphendrfthten. — Monatxbcr, Ak. Berlin et Abh. I, p. i8j. 

10 
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continuité du potentiel, continuité du courant. L'équation en 
résultant de Télimination des coefficients A, B, est naturelleme 
intraitable dans sa généralité ; Kirclihoff se borne à montrer q 
si 6 est assez petit on retombe sur la solution connue. 11 n*y aura 
naturellement rien à tirer de la combinaison des solutions simpi 
de Kirchhoff , dans le cas général, à moins d'un travail de discussin 
numérique considérable, et qui semble hors de proportion avec 
résultat à obtenir. 



j CHAPITRE VII 

! CHAMP ÉLECTROSTATIQUE DES COURANTS 



156. Gourants permanents. — Les lois d'Ohm fournissent des 
renseignements complets sur la distribution des courants permanents 
à l'intérieur des conducteurs et sur la distribution des potentiels tant 
à l'intérieur qu'à la surface ; mais elles ne fournissent aucune indi- 
cation sur ]e champ électrostatique qui les environne et, en Tabseuce 
d'exemples traités d'une manière complète, on en est réduit à quel- 
qoes vues insuffisamment justifiées. Commençons donc par poser le 
problème électrostatique à résoudre. 

Étant donnée, par les lois cTOhm, la distribution permanente 
det potentiels à la surface des conducteurs parcourus par les cou- 
ranti, et les potentiels ou les charges des conducteurs isolés, trou- 
er le champ électrique dans Visolant homogène qui les entoure et, 
par conséquent, la distribution des densités superficielles sur tous 
les conducteurs. 

157. — Le problème se partagera, comme en électrostatique, en 
plusieurs autres : 

1* Le circuit est parcouru par le courant, tous les autres conduc- 
teurs sont au sol. 

i^ Le circuit est tout entier au potentiel zéro — (fiction mathéma- 
tique inéilisable, à moins de séparer par des coupures infiniment 
minces chaque piutie homogène de ses voisines et de la mettre en 
communication avee un conducteur isolé de même nature infiniment 
grand et infiniment éloigné) ; — les autres conducteurs sont aux 
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potentiels donnés, ou chargés de masses connues, excès des masses 
données sur les masses induites dans le premier problème. 

Ce second problème est purement électrostatique. 

Les densités superficielles tout le long du circuit s'obtiennent en 
ajoutant les densités réelles du premier problème aux densités in- 
duites sur un conducteur homogène de même forme que le circuit 
dans le second problème. Dans Télat permanent comme dans Tétat 
d'équilibre, la composante normale interne de la forc« électrique est 
nulle à la surface libre, de sorte que la densité superficielle est 
entièrement définie par la composante normale de la force dans 
risolant. 

158. — Le premier ])roblème est immédiatement résoluble par 
remploi de la fonction de Green, lorsqu'on connaît celle qui con- 
vient à la forme et à la position des conducteurs en présence. 

Le potentiel V est donné, constant ou variable, continu ou discon- 
tinu, i\ la surface des conducteurs isolés et du circuit. II doit être 
fini et continu dans tout l'isolant, nul à l'infini, si le champ est illi- 
mité. 

Lorsque la fonction de Green est connue sous forme finie, comme 
pour lu sphère, le potentiel V quelle fournit se présente sous forme 
d'une intégrale définie. On peut donc donner sous cette forme, pour 
la sphère, le champ résultant d'un nombre quelconque de points ou 
de lignes doubles superficiels ou de feuillets internes, faisant fonc- 
tion de pile à la surface ou dans la masse, — pourvu qu'on sache 
traiter le problème de distribution de courants correspondant. 

Mùme dans ce cas oii la fonction de Green est des plus simples, si 
l'on veutéludier l'onsemble du champ, l'emploi du développement 
en fonctions sphériquos sei-a préférable. 

Dans le seul cas cjui corresponde vraiment à un circuit, celui du 
tore, la fonction de Green se [)résenle sous forme d'un développe- 
ment en série de fonctions spéciales à cette forme de corps, et fournit 
le moyen le plus rapide de former les coefficients de la série analogue 
pour le problènio aciuol. 
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Mais la discussion sans calculs numériques étendus reste généra- 
lement i>eu abordable et très incomplèt<\ 

159. — Conti'ntons-nous iloiic de quelques indications. 

Pour un fil cylindrique parcouru par un courant permanent et 
éloigné de tout autre conducteur, rindétorminalion est complète ; on 
s'en rend compte facilement. Le courant et la résistance du fil par 
unité de longueur étant finis, le potentiel est infini positif à un bout, 
infini négatif à l'autre bout, et comme d'ailleurs il faut que le cou- 
rant se ferme, le potentiel est indéterminé h grande distance. 11 est 
donc absolument impossible de rien dire sur la forme des surfaces 
(le niveau autour du fil. La supposition d*une distribution isotrope 
autour de Taxe, qui permet quelquefois d'achever la détermination 
de problèmes analogues, n'est ici d'aucun usage. A Ic-xtérieur, les 
surfaces de niveau peuvent être des plans normaux à l'axe, (densité 
Dulle) des surfaces aboutis.sant toutes sous le même angle (densité 
constante) ou sous des angles variables ({uelcon([ues au conducteur, 
tont cela dépend de la manière dont le circuit se ferme au loin, et il 
est aussi raisonnable do parler de densités croissantes au rebours du 
I>otentiel que «lé l'inverse. On ne sort de cette indétermination (fue 
si le fd est entouré d'assez pn*s i>ar une enveloppe conductrice en 
communication avec le sol, qui lui donne une (*apacité déterminée 
par unité de longueur, lors((u'elle se maintient à distance constante 
du fil, comme nous Tavons vu à propos des cAbles. 

leo. — De même, au voisinage immédiat d'une surface de contact 
de deux métaux, la loi des potentiels électrostatiques que produirait la 
< ouche double seule, est très différentede la loi de variation linéaire 
qui est due au passage du courant, en sorte que la production de 
celle-ci exige la présence do densités superficielles compensatrices le 
long du fil ; on p^nit se faire une idée de leur importance de la ma- 
nière suivante. Le champ de la couche double AA' (fig. 21) seule est 
identique au champ d'un feuillet magnéli(iue de même forme et do 
même puissance ; la distribution des forces est celle que les 
spectres magnétiques nous ont rendue si familière ; la ligne de force 
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partant d'un point de la surface positive contourne le bord A de la 
couche double et vient aboutir au même point sur la face négative. 
Les surfaces de niveau, qui sont orthogonales aux lignes de force, 
\iennent toutes se couper le long du contour AA' de la couche double, 
puisque les potentiels de ces surfaces sont tous compris entre les po- 
tentiels extrêmes de la couche double. 
Ainsi, près du contour de la couche double, où les surfaces de ni- 
veau sont infiniment voisines, la force 
due au champ de la couche double 
seule devient infinie. De quelque ma- 
nière (jue parte la surface du conduc- 
teur, elle coupe normalement les lignes 
de force de la couche double. 

Or, dans Télat permanent, la sur- 
face du conducteur est, non pas nor- 
male, mais tangente aux lignes de 
force intérieures. Pour compenser ces 
forces dues au champ de la couche 
double seule, forces dont la composante normale croît indéfiniment 
en approchant du contour A', il est bien évident qu'il faut mettre 
sur la surface libre des fils une distribution de densités superficielles 
qui croisse elle aussi indéfiniment en approchant du contour ; cette 
distribution, compensatrice pour Vintèrieur du conducteur, est évi- 
demment de même signe que la partie de la couche à laquelle 
elle se rattache. Ainsi, soit dans Tétat d'équilibre, soit dans Tétat 
de courant permanent, il y a sur une zone d'ailleurs peu étendue à 
partir de la ligne de contact des deux métaux, une distribution de 
densités superficielles induites par la couche double, qui font suite 
aux deux nappes de celle-ci, et deviennent infinies comme elle le 
long de la ligne de contact. 




Fig.21 
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161. -- n est intéressant de traiter rigoureusement quelques pro- 
blèmes particuliers. Prenons d'abord pour circuit un cylindre circu- 
laire d'épaisseur uniforme très petite et supposons la pile E localisée le 
long d'une génératrice. 

Soit P sa projection sur une section droite ; choisissons ce point 
poor origine des coordonnées. 

Dans le cylindre, à Fétat permanent, on a 

,. Es 

« étant lare compté sur la section 
droite à partir du point P' opposé 
àP fig. 22). 

Soit M le point qui correspond Fig. 22 

à la valeur s de Tare et 6 l'angle 
du rayon vecteur PM avec Taxe des x ; la condition 1 1 j devient 

2 V, = E^ 

162.— Occupons nous maintenant de l'espace isolant intérieur. 
Le potentiel ¥« doit être continu dans tout l'intérieur ; satisfaire à 
l'équation de Laplace, 

«t prendre la valeur ;aj, le long de la circonférence. 
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La solution rendue évidente par le choix des coordonnées est 

,, EO E , y 
(3. ^^0- ---arctgj^-^:^ 



X 



Les surfaces équipotentielles sont donc les plans qui passent par la 
génératrice P. Au point M la densité superficielle \l est reliée à la 
force électrique normale /"par la formule connue 

K ^ '^• 

Calculons f : c*est la projection, sur le rayon, de la dérivée du po- 
tentiel suivant la normale, cette normale étant ici MF. On a par suite 

«>V __ <VN' cV) _ E / I V E 

un «>0 c^n ~ - y PM / ~" i'TrR cos 

La force /est aloi-s 
on a par suite 

La densité est nulle au point P' où nous avons supposé le potentiel 
nul ; elle croit jusqu au voisinage de la pile, = - , où elle devient 
infiniment grande. 

163. — A l'extérieur du cylindre, le potentiel doit satisfaire à 
une condition de plus ; il doit être nul à Tinfini. Pour avoir les sur- 
faces de niveau rappelons-nous la propriété suivante : 

Quand on a un système de surfaces de niveau, une transformation 
par rayons- vecteurs réciproques par rapport à un centre quelconque 
duiiiu» un autre système de surfaces de niveau. 

Ici. faisons la transformation dans le plan de la section ; en pre- 
nant pour centre le centre du cercle et pour puissance le carré du 
rayon : de sorte que le cercle lui-même n'est pas modifié. Les cordes 



CflAPITRB VIII. — GHAyp ^LBGTROSTATIQUI PARTIGOLIBR 453 



intérieures seront transformés en la partie extérieure de leurs cercles 
correspondants. Les surfaces de niveau extérieures sont donc des 
portions do cylindres circulaires passant par P et et coupant le 
circuit sous le même angle que 
les plans de niveau intérieurs 
qu'ils rontinuent. 

Ucmarquons que la condition 
tiuoQcée au début V nul à Finfini 
f^t hien satisfaite, puisque le 
plau de i)otentiel o qui est PP' 
passe par le centre. 

I/expression de \\ est 



V K , H// 
\,— - arctg ô ." 




//■ 



Fig23 



U distribution linéaire du potentiel le lon^ du circuit n'a pas pour 
•'un*iëquence une distribution linéaire dos densités ; au contraire elle 
fniraine nécessairement lexislcncc de densités très grandes au voisi- 
nage delà pile, conformément aux indications générales du chapitre 
précédent. Dans ce cas très simple, malgré la symétrie parfaite d'un 
circuit circulaire, la capacité par unité d'arc s, n'a pas do sens dans 
1 état permanent. 

La figure 23 est très différente de celle que contiennent tous les 
traités à propos du théorème de Poynting. 

164- — Occupons-nous maintenant de Tétat variable^ et formons 
d'abord l'équation du circuit, avec l'angle au centre a comme va- 
riable. 

R étant le rayon moyen ; l'intensité du courant est 

' "" R d'à ' 
Considérons le petit élément do longueur Rc/a ; ce qui s'accumule 
dans cette portion du cylindre est l'excès de ce qui entre, sur ce qui 
ssort : 

I i) (ke f>Vi 
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Cette quantité d'électricité sert à accroître la densité sur les deux 
faces : or sur la face inU^rieui-e In densité est, en supposant l'épais- 
seur e négligeable 



_ 1 /^o\^/J_^Vov 

4r \ Z\n I ^ ir. d7' fr = R. 



la normale n étant dirigée vers le centre. 
A l'extérieur 

ir, \ an I ^ 4^ <^»' 'r = R. 

Nous aurons donc 

en désignant par V^ et V^ les potentiels intérieur et extérieur. 

165. — La condition à laquelle le potentiel du champ intérieur^ et 
celui du champ extérieur doivent satisfaire à la surface du circuit 
étant la môme 

Vo = V. = V, (r = R), 

Vj s'obtient par inversion de V„ comme dans Tétat permanent, et 
Ton a 

^ àr lr={\ \ àV Jr = K 

Les équations sont donc finalement pour l'intérieur 



4 '''^^'^ = 



et à la surface r = B 



Vo = \\ 



R* da2 — 2;t l'tbr 
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166. — Rappelons maintenant une transformation connue ; on 
coDsidère deux fonctions a et ^ de Jt? et ^ qui fournissent un système 
de c<K)rflonnées orthogonales et isothermes : c'est à dire telles que 

l'nn ait 

et qu'en outre 2 et ^ soient orthogonales. 

Alors si on prend « et p comme variaWes au lieu de x et y, l'équa- 
tion (4) devient 

DaDs le cas actuel il est facile de voir que Tangle au centre 2 et la 
quantité ? = log r forment précisément un système orthogonal et 
isotherme : on a donc dans tout l'isolant 

Mettons aussi en évidence dans (5) la dérivée par rapport à log r ; 
noDs aurons 

R* àx' 27: dM R d Ibg rfr ^ R 

on peut écrire encore cette équation 

da* 2r.h'e àt \«>log r/ 
Prenons pour V^ une expres^^ion de la forme 

Vo-/(«,logr-i7:^/). 

C est une fonction de 2 et de log r; t y internent aussi, mais il 



9) 
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Q*iotervient pas dans réqaation (5) de sorte que si la fonctioc 
/*('» log r) satisfait à 6, il en est de même de la fonction (91. 
Nous aurons 

dlogr dîj 
en posant 

?, =logr — 2r ^t 

et ensuite 

fit dlogr ~" dài* 'àï R fi'^r' 

En portant cette valeur dans Téquation (8) on obtient Téquation 

(6) ; tout se réduit donc à satisfaire à cette dernière équation : il 

suffira de prendre une solution déjà connue et de remplacer log r 

par 

, 2Tzkê ^ 

logr--g-.f. 

167. ■— Or nous connaissons la solution 

V "'^-'arctgj-j;:^ 



nous avons 



et par suite 



// = e^ siii a 
X = e^ cos a 



- e»^ cos a H- R 



Faisons la substitution indiquée et nous avons pour le potentiel à 
l'intérieur dans Tétat variable 

„ E , e^^ "'»?"'"')«„ a 



COS « -^- R 



. \7^' '•iV* 
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OU 

(10) V, = farctg y^j^^. 

168. — Reste à satisfaire anx conditions initiales ; c'est ce que 
nous obtenons en combinant cette solution avec celle de Tétat per- 
manent (3) : 

(M) V, = ?arctg~i^-.j^-.Jarctg ^^^^^. 



r + Re '^ 



Poor / = OD nous avons bien le régime permanent, car le second 
ternie (lc\icnt nul. 

Pour / = oie potentiel est nul partout, sauf au point P; en ce 

E 
point on a, quel que soit i^ - d'un côté du point P sur le cylindre ; 

- - (le l'autre côté, an total E. 
l^a solution (i i) représente donc bien l'état variable à Tintérieur. 
A l'extérieur, l'inversion donne 



V, = ? arc tg p ^ j - ^ arc te 



Ry 






109. — Pour l'intérieur, la partie variable a même forme que celle 
•le l'état permanent pour un cylindre de m**me centre, dont le rayon 



D * 



Re croîtrait depuis R à l'origine du temps, jusqu'à une valeur 

infinie, suivant une loi exponentielle. 

Pour l'extérieur, cette même partie variable est identique à la so- 
lution permanente pour un cylindre de môme centre, dont le rayon 

vJte 

R0 décroîtrait exponcntiellement de R à o. 
Dus l'un et Tautre cas, le point de discontinuité sur le cercle de 
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diamètre variable, sort dès Torigine du temps, du domaine auquel fl 
rapporte la solution. 

Les caractères généraux de la solution se conservent dans toutes 
celles qu'on en peut déduire pour des cylindres minces compril 
entre deux courbes isothermes voisines, « et a -f- rfa (' >. 

(I) M. BaiLLOcm. — Champ électrostatique permanent et variable d'un 
bobine parcourue par un courant électrique. — Ann. Ch. Ph,, m^i. 
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INDUCTION 



CHAPITRE PREMIER 

EXPÉRIENCES FONDAMENTALES 
IXDrcnON DANS LES CIRCUITS FERMÉS IMMOBILES 



170. Mémoires expérimentaux. — Faraday a découvert en 
i83i les lois qualitatives de Tinduction ; il a varié les circonstances de 
production des courants induits^ mais n'a fait qu'un petit nombre 
(le mesures d'ailleurs assez confuses : il ne parait avoir eu qu'une 
connaissance grossière des lois d'Ohm, car, dans un mémoire de 
i^Si. pour déterminer l'influence des dimensions du fil sur le cou- 
rant induit, il le produit dans des fils de même masse, mais de divers 
ïliamètres, et naturellement il n'aboutit à rien de net (*). 

U découverte de Faraday fut suivie en i833 d'une série d'ezpé» 
rieuces fondamentales de Lenz Mémoire lu à l'Académie des Scien- 
ces de Saint-Pétersbourg le 29 novembre : publié dans les Annales 
<le Poggendorf en i834). Lenz établit la loi célèbre qui porte son 
nom sur la relation entre le sens des courants induits et le sens des 



y Voir M. BuLLouiR. Comparaison des coefficients d'induction. I, Notes f!- 
o*ie«. — Ann, Se, Ee, Not^n. Sup. 188'j. 
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actions mécaniques correspondantes. 11 fit la mémo année sur Tin- 
(luction électromagnétique une série d'expériences capitales publiées 
en i835. 

171. Expériences de Iienz. — Le courant induit est produit 
dans une bobine enroulée sur un cylindre do fer doux et dont la 
résistance est celle qui donne le maximum de sensibilité au galva- 
nomètre employé : on approche ou on éloigne le cylindre de fer 
doux d'un aimant permanent ; les limites du déplacement sont, une 
position lointaine quelconque, et le contact, car le champ croît très 
vite lorsque Tarmature est très près des pôles do sorte que sa posi- 
tion n'est bien définie qu'au contact. Lenz constata que les arra- 
chements successifs produisaient des effets identiques, sauf les 
premiers, comme on pouvait s'y attendre, car on sait qu'ils dimi- 
nuent la force portante. Il s'assura d'abord que les différents tours 
de fil jouaient le même rôle ; les impulsions données au galvano- 
mètre h travers le môme nombre de tours de fils sont 

près da pMe itord "i,5."» 

au milieu .'i^fio 

près du piMe sud ">..Vi 

Il y a donc un maximum, très peu marqué, au milieu ; c'est là que 
Lenz place sa bobine. 

i*' Influence du nombre de tours du fil, — Prenant une longeur 
de 5o pieds d'un fil de o,"'"o.i4 fie diamètre attaché aux deux bornes du 
galvanomètre, Lenz en enroula progressivement sur Tarmaturo, a, 
4, ... 20 tours ; les im])ulsions varièrent do 5** 39' à 68" : en tenant compte 
delà loi d'action sur l'aiguille du galvanomètre en fonction de l'angle, 
l'écart entre le calcul et l'observation n'atteignit pas en moyenne 
^ degré et ne dépassa pas 1^ pour ao tours. L'hypothèse faite dans 
le calcul est donc exacte : il y a proporlxonnalité entre la force 
électromotrice produite et le nombre de tours de fil. 

2° Influence du diamètre du fil. — 4 spires do dix tours chacune, 
faites avec quatre fils do diamètres différents et de môme longueur. 
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furent enroulées au milieu de Taimant. Les rapports des forces élec- 
tromotrices produites dans chacune des trois premières spires à la 
force olectromotrice produite dans la quatrième, furent respective- 

niiMit 

i.ou3, 1.009, 1,01. 

Donc à moins de -^ (limite de la précision dans ces expériences), 

la force éîectvomotrice induite est indépendante du diamètre 
du fil 

y Influence de ia nature du fil. — I^es opinions à ce sujet étaient 
très diverses. Nobili et Antinori, avec des fils de cuivre, fer, anti- 
moini», bismuth, avaient trouvé que l'intensité du courant dtoois- 
sait il'un fil à l'autre dans l'ordre ci-dessus. Lenz remarque que cet 
ordre est le même que celui des conductibilités décroissantes et, par 
suite, que malgré ces résultats, la forer» électromotrice est peut-être 
constante. Il constitue un circuit formé par deux spires de métaux 
différents, enroulées sur un petit tube de carton, de façon à pouvoir 
K's f'nfller séparément sur l'armature ; la résistance du circuit était 
coD^taQte et on pouvait comparer lluduction dans l'un des métaux 
à l'induction dans l'autre métal. Il obtint pour le rapport des dévia- 
tions : 

Du cuivre au fer i,o<>3:5 

» platine <),(>(^^i3 

» laiton o,9(>8(^ 

La valeur de la déviation pour le cuivre est de 17" environ; elle 
est la même à 1' près pour les autres métaux : la force électroino- 
irice est donc indépendafite de la nature du niétal. 

En résumé^ c est à Lenz qu'on doit cette notion fondamentale : 

LllfOrCTION PBODUIT VNB FORCB ÉLECTR03I0TRICB. 

172. Mémoires théoriques. — Un certain nombre de lois 
générales sur Tinfluence du nombre des spires, du sens de Tenroule- 
ment. etc., pouvaient être regardées comme évidentes dès le début. 

11 
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Mais la loi clrmcnluire de rinducUoa produite par le déplace- 
ment relatif des circuits et des aimants paraît avoir été découverte 
par F. Ncumann en 18(5, coinino conséquence de la loi de Lenz 
iMrmoiros présentés en i84r>ot 1847 *^ l*Acaiiémic des Sciences do 
lierlin). l/induction par variation d'inteusité, sans déplacement dos 
circuits, n'est obtenue ([u'ii Taide d'une liypotiièse auxiliaire. 

A la même époque (1846) parurent les premiers travaux théori- 
ques dt» Weber, qui obtint h la fois la loi de Toction d'un courant 
sur un courant et les lois de l'induction, en partant de cctto idée 
préconçue que le courant est dû au transport, en sens opposé, do 
petites masses électriques positives et négatives, dont Taclion mu- 
tuelle dépend du mouvcmonl. Ciioisissant cette loi de façon à sa- 
tisfaire aux lois d Ampère, sans cxidiquer d'ailleurs comment Taction 
électrodynamique suiûe par les particules électriques se transmet 
à la matière du conducteur, Weber trouva aussi les lois do l'induc- 
tion due au mouvement des circuits ; par la nature même de son 
iiypuliièse, les lois de Tinduction «lut» aii mouvement varié des 
masses électriques, c'est à dire aux variations des courants, s'y trou- 
vèrent aussi contenues. 

Le mode d'exposition le plus connu est celui d'ilelmlioltz ;*) et de 
W. Thomson C'), qui ont déduit ces lois du principe général de la 
conservation de l'énergie et d(»s hypothèses suivantes : la n'^sistanci» 
«l'un fil est entièrement définie par sa nature ; la quantité d»' chaleur 
déi^îmée par le courant.esl éj^ale à HP, quelle que soit Torij^inr du 
courant. 

173. Circuits immobiles. — Ne devant nous occuper dans ces 
leçons (pie des circuits immobiles, nous laissonuis entièrement de 
coté rimiuclion par le monv.Muent. et nous étudierons directement 
les lois de rin«lucth»n d'un circuit fermé sur nn antre, sans déplace 
ment relatif, «'U nous appuyant sur les expériences de Felici. 



«• Vhetr (lie KrhulLuii^ (k'r Kraft. — Hcrliu, i«/|7. 

(-) On llic tlicory of rlrctro-iiiugnclic imlin'lion — li, A. li. itij.s. — On Ihe 
HK'cimnical llivory of rleolrolysis. — Ph, M. ï^:n. 
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L(s cxiMTioncos qiio Ton pï^iil fairo en induction sont moins roni- 
I»lèl<s(jne ci4lt»s qui rtal)li3SiMil los lois dat'tion in<»coniqn(* de deux 
cinuils parce qu'on ne peut ]»as isoler l'action sur un élément m* 
'ircuil, romnn' Am|M>re a réussi h le faire pour la fone mécanique. 

l{app<'lons qu'ontn» di'ux circuits imrnllèlcs voisins, IVlablisst»- 
nif'iit (lu courant dans l'un d'eux induit un courant dtî sens contraire 
ilan-» l'autre. 

174. Expériences de Felici ( i Hr>2, A7in. de PInjsiquc et Chimie, 
l XXXIV). — Felici em[»loir une bonne méthode de zéro. 11 prend 
imcyliudrr dr bois de diamètre uniforme, sur lequel sont enroulés 
trois circuits distincts. Dans deux d(» ces 
ciniiils i)asse \v courant inducteur ; le troi- 
«i'iiie. i^lacé entre les di»ux autres à u» cen- 
tinirtres de chacun (Frux, aboutit à nu f^al- 
Vîinonièlrc d'impulsion très sensible. Lrdia- 
mf-lrc fin cylindre est de xh centimètres. Ou ^^ 24. ^ 

n;'|.' la distance des deux circuits i et 3 

et ]♦; sens du courant inducteur, de façon que leurs effets sur le cir- 
«uit i Si* c^»mpens<ïnt : ou note les |»osilious des circuits. 

I. — L'expérience étant faite d'abord avec une seule spir»', on 
/orme ensuite l'un des circuits inducteurs d'un faisceau de n fils fins 
mini? à leurs deu.v extmnités, mais bien isoles sur touti* leur lon- 
::uHir et ««nronlés «le façon à former une cordelette: l'inlrnsité totale 
' 'lans c«' circuit est la même que dans l'autre circuit qui n'a i>as 
cli.'in;;é. Dans ces comlitions, la compensation subsistr : dtmc n spirrs 
m Fintensité {)asse de o à - ont h* même effet (ju'une spire ou Tin- 
lï-nsité iKisse de o à i. 

Felici en conrlut cpie Ve/fet iVune spiiv est 2*i'f*l'Oi'iionnfH à lin- 
t'^miié du courafit qui la Irurevse \ cela sup]K)se (|ue l'effet d'une 
*|»ir».» est indépendant de la présence des spires voisines. 

11. — La force électromoi rire induite est indépendante des mé~ 
^•'/ ' dont sont formée les rircuita tant induit qu'inducteur : ménu' 
nnUho<le de zéro en clian^^eant la nature du fil du circuit i. La 
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coTnpensatioii snb^jîsle encore quaml ou intervertît le rôle des cir- 
cuils induit et inducteur 

m. — Ijfi force électromotrice induite est indépendante de la 
section du fil : la componsatiou subsisti», en effet, quelle que 
soit la grosseur du circuit :5, pourvu qu'il ail le même nombi-e de 
spii'es. 

175. IV. — Felici prenait ensuite deux cylindres A et B j^rtant 
chacun deux circuits A, A,, U^ B^. A, et B, sont assinlés et forment 

le circuit inducteur ; A^ et B^ for- 
ment de même le circuit induit. On 
règle la distance des circuits de 
façon que, chacun ne comportant 
qu*une spire, il y ait compensa- 
lion complète ; puis on met wi 
spin»s en Aj et n en A^ ; m en Bj 
et n en B, et on cherche qnelle 
condition il faut réaliser \youT que la compensation subsiste : un 

trouve qu'elle est 

mn =^ m'n. 

Jktnc toutes (es spires exercent bien Vune sur Vautre le même 
effet, 

V. Primipe des vourants sinueux. — On remplace une quel- 
conque des spiix's A| A^ par une spire sinueuse, mais gardant la 
même i^osilion moyenne, 1 équilibre subsiste. 

Vï. Loi d\ictton en fonction de la distance. — Supposons l'un 
des cylindres non plus égal à l'autre, mais /.* fois plus gros. FeUci 
dispose les «''nvulls de telle façon que les rapports des diamètres aux 
distances des «ieux spin*s sur chaijue cylindre aient la même valeur. 
L»»s deux syslènie< sont semblables l't le rapport de similitude est k. 
Si le nombrt' de spires est le même dans les tleux cylimlres, la com- 
l>ensatiitn n'a plus lieu : il faut, pour Tobtenir. prendre A* fois plus 
grand le proiluit mn d ;s nombres de spires du petit cylindre 

mn = /./« n'. 
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Ainsi la farce électromotrice induite dans des systèmes seinhla- 
hles est proportionnelle à leur dimension linéaire. 



176. — Félici a encore fait «rautres oxpérienc4»s pour comparer 
l't^ffet do la variation de Tintensité du courunt inducteur à celui du 
di'placement. Il a démontré le principe admis par Faraday (|U(» Tolfet 
e<X le mAme quand Tintensitt^ varie de o à i^ ou quand on transporte 
le circuit à intensité consUmte i d(^ sa position actuelle à une position 
dans laquelle la variation d'intensité ne produit plus d'effet. Il se 
servait de trois roues de bois montées sur le même 
axe et portant une rainure suivant un diamètre. 
Un fil est enroulé sur chaque roue comme l'indique la 
fijoire. Quand les rainures sont parallèles, il y a in- 
duction par variation d'intensité quand elles sont per- p j^ ^ ^ 
pendiculaires, par raison de symétrie, il n'y en a pas. 

Deux de ces roues fixes constituent le circuit inducteur ; la troi- 
Mème formant le circuit induit est mobile ; fermons le courant in- 
ilucteur quand la rainure de cette rou(» est peri)cndiculaire aux deux 
autres : le galvanomètre reste au repos , tournons rapidement de 90* 
la roue disposée de façon à supprimer elle-même le courant induc- 
teur à la fin de sa course : nous obtenons dans le galvanomètre 
la sui)erpo8ition de deux effets dus Tun au mouvement relatif des 
circuits, l'autre à la suppression du courant; l'effet trouvé est 
nnlC . 

C'est ce principe, admis à titre d'hypothèse, qui avait permis à 
Xeumann de rattacher les courants induits par variation dlntensiti'* 
à ceux induits par variation de la position du circuit. 

177.— Il y a encore un point important h éclaircir : toutes les fois 
que Ton fait une expérience au galvanomètre, on constate que le cou- 
rant induit par fermeture du circuit est égal au courant induit par ou- 



(0 Le montage de FéUci était plus compliqué et moins probant. 



1G6 



PROPAGATION DR L ELKCTRICITE 



voiiurc. Les deux forros r»lcctromotrices totales ( / FaU) sont éfmles z 
cette idée a paru d^abord en coutradirlion avec cette partîculariU- 
qu'on obtient facilement une étincelle dans Tinduit à la rupture dw. 
circuit inducteur ; Uindis qu'il n'y en a pas à la fermeture. Si Foi», 
remaniuo que le rîipprochem(»nt était déjà fait entre la production, 
de rétincelle et la force él(»ctromotrice, on comprend que ridenlitt'^ 
(les forces él<»ctromotriccs toUdes n'ait pas paru évidente dès le di'»— 
but : dans Vétincelle, ce nVst pas la force clectromotrice totale qui 
intervient, mais la force électromolrice maximum : il suffit pour (|ue 
ces valeurs maximum soient inégales que Tun des phénoipènes soit 
plus rapide que Tautre : on est maître de la durée de la niplure 
beaucoup mieux que t\c celle de la fermeture. 

178. — C'est surtout dans les expériences d'induction d'un circuit 
sur lui-mémo (ju'il étîiit difficile de mettre en évidence cette égîdilr 

des forces électromotiices à la ferme- 
ture ou à la rupture du circuit. 

Kdlund (1849, Png^. Ann. 77) a 
montré l'identité des quantités dYdec- 
tricité mises en jeu dans ces deux c^s. 
Vu des circuits d'un galvanomètre 
différentiel contient une résistance in- 
ductive L, l'autre une résistonce non 
inductivc R. Les deux circuits en pa- 
rallèle sont reliés aux deux pùles d'une pile ; on règle la résistance 
Il de façon qur le galvanomètre soit au zéro quand le courant passe ; 
donc au moment de la fermeture du circuit il y aura dans le galva- 
nomètre, par le fait de l'extra-courant produit dans L, une impul- 
sion qui mesurera la quantité d'électricité. On aura de même, à 
l'ouverture du courant, une autre impulsion qui doit être égale fl la 
première : c'est cr qu'a vérifié Edlund. 




nê.2 7 



179. ~ Enfin il reste à signaler une série d'expériences purement 
qualitatives, mais fort importantes, indiquées i)ar Matteucci au début 
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(le?on livre sur rinduction (*) : elles sont relatives à rinfluence des 

milieux intermédiaires. Quand, ilans la mrthode 

iK' zj'to de Félici, le système étant comp(»nsé, on 

introduit, enire les spin»» 2 et 3, une malièrc 

i^)lante à la place do Tair, la ('omp<'n8ation sub- 

sisti'. Si on interpose une masse métallique, 

elle subsiste encore. 

\k intime, prenant deux couples de spires et 
plarant Tun d'eux dans un champ magnétique 
très intense mais constant, la forre électromotrice totale mise en 
jeu n'est pas changée. 




Fig28 



•] Mattil'cci, prof, à Pise. — Courx spécial sur l'induction, le magnétisme 
df rotation et le diamagnétisme, Mallet-Bachelicr, i\^i\. 



CHAPITRE II 

INDUCTION DANS LES CIRCUITS FERMÉS IMMOBILES 
THÉORIE 



180. — Nous pouvons nous représenter les phénomènes d'indue- 
-lion entre deux circuits immobiles comme provenant de Taclion de 
chaque élément d$ du premier sur chaque élément ds^ du second. 
Soit K'dsds la force électromolrice que produit, sur ds\ la variation 
d'intensité du courant de o h i dans ds, ces deux éléments étant 
considérés comme faisant partie de circuits fermés. La force élec- 
tromolrice totale produite dans le second circuit est 



=// 



K'dsds'. 



Or d'apiès la loi des courants sinueux nous pouvons remplacer 
chaqui» élément par ses projections sur les trois axes; la îotqc élcc- 
Iromotriee élémentaire est de la forme 



(1) 



k^dxdx' 


+ A, dx dy' 


-h A^dxds' 


B, 


fdydx' 


-i-B^dydy' 


H-B,dyds' 


c, 


dzdai 


-hC,dzdy' 


-hC,dzdz'. 



Prenons pour axe des x la droite qui joint les deux éléments ; 
pour plan des :cz celui qui contient ds ; ce choix des axes fait dis- 
imraître tous les termes en dy. 

D'autre part, il est évident que la force électromotrice induite dans 
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rf* fiar c/i, ne change pas quanil la posilîon relative des éléments ne 

diangi» [Kis. \v milieu inti^rinéiliairc étant supposer isotrope. Faisons 

ti»unnM- les il«*ux éléments de 180» 

aotour de O'*; dz, dz' et dy' ont 

changé de si^ne, et, comme Li force 

éliM-trrïmolrice ne doit pas <»lian- 

•pïer, les coefficients, Aj, A3 et Ci 

doivent être nuls. 

Enfin le plan xz est un plan de 
>ymt''tne [K)ur les effets pnxluits par toute variation dans du, donc 
rien ne doit changer quand dy' cliangc de signe ; doni* C. doit ctro 
nul. Il nous reste 

E'dsds' = Aifh'd.r ^- C./Izdz\ 

qu'on peut écrire encore 

K'd.uW = Xd.rdx -+- C{d.i;d.r' -^ dz dz). 

181. — Soit 6 Tangle de ds avec le sens positif de Or, 0' Tan^zlc 
corr**s{)ondant de ds : on a 

dx = ds cos 0, //./•' ^^. ds' cos 0' ; 

•l'autre part, soit e Tan^le des deux directi<»ns des éléments ; on a 

drd.rf -h dzdz' 

ds ds' 

Par suite notre expression devient 

h) E'dsdè .=. [A COS cos 0' -f C cos i\ dsds. 

Nous avons exprimé tout ce qui dépend de l'orientation des élé- 
ments ; A et C ne peuvent plus étn» (|ue des fonctions de la dis- 
tance r. 

Exprimons les angles en fonction de r et de ses dérivées en v et 
en s : nous avons 

dr --■ ds' cos 0' — ds cos 
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d'oii 

COS 6' r= -, , C08 = — -- . 

Cherchons la projection de ch' sur la direction de (fs ; nous pouvons 
projeter ds' directement, ce qui donne 

ds' COS E. 
D'autre» part In projection de r est 

r COS 6 = — r - . 

En passant d'une extrémité do ds' h Taulre, cette pn>jeclion aug- 
menté de In quantité 

ÔS' V M f 

qui est encore la projection do ds' sur ds : on a donc 

i> / cYïA 

COS £ r= , [r . 

182 — Considérons le produit d'une fonction Ift de r par cos i; 

ÔS \ i^S f 

<> /.n <^''\ «^'^ «^'^ 



or 



7' - ,= r — , = — r — cos cos 

»\S rtS àr i)S ^^S fiV 



nous avons donc 

la cos £ = -^ -, ( ^Rr ~ ) - r ^^ cos cos 0'. 
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Intégrons par rapport à dfl le lonfr cVun arc AR da circuit induit. 
XoQs aurons un premier terme 



i ■" 



, ^r )f/s' = l'jir — 



Si nous fermons le cinruit, la quantité ^Jir ^ n^prend la même va- 
leur et par suite cette intégrale est nulle. 
Dune quand un des circuits est fermé, on peut remplacer 

vft 
fR cos 6 par — r -' cos cos 0' 

sans changer Tintégrale. 

183. — 11 en résulte que dans l'expression (3), les expériences 
faites avec des circuits fermés ne peuvent pas faire connaître séparé- 
ment les deux termes en cos cos 0' et en cos s. Nous n'avons 
donc (ju'une seule fonction de; la distance h déterminer. 

C'est Texpérience des deux systèmes semblables qui la déter- 
mine. 

Nous avions dans le premier système une force électromotrice 



■-//' 



fiv) COR e dsfis, 
ilans le deuxième, si A* est le rapport de similitude. 

f(kr) cos e /;ds/cds'] 



-If' 



or rexpéricnce a montré que l'on a 

(3; E, = /.E,. 
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184. — Ce résultat a été obtenu pour une forme particulière de 
circuits fermés ; mais on peut varier cette forme suffisamment pour 
qu'on puisse admettre la généraliU» de la relation (3) ; il en résulte 
que 

/ / f(kx)co»t/c^dsfh' =k I I f{r)cosids(ùsf 

ou 

ou encore 

/;rf(kr) = rf{r\ 

Ce produit est donc constant, et Ton a 



h' = cos s. 
r 



Mais on peut prend n^ aussi 



/;' = ^ cos e cos 0\ 
r 





= • 


— 


a 


- r 






a 

' r 



car, pour passer d'une forme à Tautre, nous devons prendre 



d'où 



Nous pouvons enfin associer les deux formes. 
Nous pourrons donc prendre indifféremment, lorsqu'un des cir- 
cuits est fermé, une quelconque des trois expressions. 

a 

- cos 6 
r 

(4) { - cos cos ô' 

^- - cos 6 C05 6' H c»os t. 

r r 



f 
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L expression la plus commode et que Ton prend généralement est 
la première, qui donne pour la force électromotrice totale dans le 
second circuit 



// cos 



•=°«S/../.'. 



185. — L'emploi du principe des courants sinueux pour former la 
loi élémentaire nous a naturellement conduits à une forme symé- 
trique en ds et ds'. La force électromotrice induite dans un circuit 
fermé C\ par une variation d'intensité i dans un circuit fermé C, doit 
donc être égale à la force électromotrice induite dans il par une 
variation d'intensité i dans C. Cette réciprocité est entièrement con- 
forme à rexpérience. 

Ct»minent la constante a (iépend-ellc dt» l'inlensitc il L'expériimce 
montre avec toute la précision dt'sirable qu'elle lui est proportion- 
nelle et qu'elle est négativ<» iu** 17!^, 174). Dans le» système électro- 
maguéti(iue de mesures éh^ctriqucs, on prend ]v coefficient égal à 
— 1, quand k^ deux circuits sont dans le vide, pratiquement dans 
l'air ou dans un milieu non magnétique (fuelconque, et Ton écrit 

E == — Me = — î / / ^^' dsds' 



\M' • 1 / COS S 



pour la force électromotrice totale induite dans le sens positif du cir- 
cuit C au moment de l'établissement du courant 2 dans le sens 
positif du circuit C 

186. — Cette force électromotrice totale E est bien représentée en 
admettant que i)endant la variation du courant, la force électromo- 
trice est 

C'est ce que nous admettrons dans toute la suit<? ; mais il importe 
de remarquer que les expériences de variation d'intensité soit en une 
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seule foid, soit par étapes, se font en passant iVun état permanent à 
un autn»; dans chacun de ces états ■-:• -;s, etc. sont nuls, et si 

àt (il 

pendant l'étal variable il y avait des forces électroinotriccs propor- 
tionnelles h ces diverses dérivées, les expériences décrites jusqu'ici 
ne nous en avertiraient pas. 

Aucune des exi>ériiMiccs, actuellement nombreuses, dopuis les 
premièn»s exécutées par llelmludtz, sur le détiûl de Tétat variable des 
courants induits n'a indi(|ué jusqu'à présent la nécessité de pareils 
ternies. 



187. — La quantité 
(6) 



M= f r^d.sds' 



porti» le nom de coefficient iViiuluction mutuelle des deux circuits ; 
elle a les dimensi(ms d'une longueur. 

Rappelons, sans y insister, que Texpérience de com|)araison citée plus 
haut (i 7r))enlre les courants induits par déplacement et ceux induits 
par variation d'inti^nsité, conduit à prendre — -- W pour force 
électromotrict.^ quand les deux variations sont simultanées. 

188. — Dans toute celte étude des circuits filiformes, nous avons 
traité Tintensité du courant comme localisée sur une ligne géomé- 
trique, axe du fil cylindrique ré(»l. Ce n est une approximation ac- 
ceptable que si les distances r de deux éléments quelconques sont 
toujours très grandes par rjipport îuix dimensions transversales des 
fils réels. 

Lorsqu'il n'eu est pas ainsi, il faut évidemment tenir compte de 
ces dimensions et le problème devient singulièrement plus compli- 
qué. En particulier. l()rs(|u*il s'agit de l'induction d'un circuit sur 
lui-même, que l'observation montre finie, l'expression de M devient 
évidemment infinie. puis(iu'i1 y a ime infinitf* de termes qui ont 
r r= en dénominateur. 



f 
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3fais, rentrant à lu première puissance en dénominateur, on peut 
présumer qu'il suffira que la section droiU» du conducteur soit éten- 
due flans un st»ul sens, et sans épaisseur, pour que l'expression 
limit»» de M reste finie. C'est en effet ce qui arrive, et tout le monde 
connaît le calcul élémentaire de la self-indiiction L d'unr b!)bine 
loDirno. Pn'ciséinent à caust» de cet exemple connu, il n'est pas inu- 
tile d<' montrer la difficulté sur deux cas très simples diî circuits fili- 
formes. 

189. — Considérons un circuit cii-culaire de j-ayon a. 
Ou a 

d^ ■=. 2ad% 
r = 2a sin 0. 




Li force dlcctroinotrice induite par 
tout h' ciTcle sur un de ses éléments (fs 
e>t Fig.30 

/ ros o)S 0' rf.î' / cos^O .. r I riO . , , \ 



ù 
\\x [>remier terme correspond 

op. 



h<]: 



Ci-lto quantité est infinie ; le second terme donne une quantité 
fiaie. 

190. — £.Yaminons maintenant un élément el un fil indéfini pa- 
. fi» , rallèles, on a 0' . - rt 



//iai> sin 



Ids 



Fig31 



ce qui donne encore l'exprossion infinie 



/ eus- 



r f/0 

in ô " 
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191. Circuits étendus en volume. — Abordons l'étude des 
circuits fermés étendus en volume. 
La fiirco éleclroinotrice induite par une variation --^ est : 



-, .>/ I I Ci «s s *(s*''s' 



evpresMon ijui s'écrit en coi"»rdonniV5 rectangulaires, où "^-rrfv'-, 
(/-• d-, dz sont n-siiectivement les projections de *îs et '"s 



,^^ i I *{rd 



■ — thfd*j — dzd: 
r 



MU 






• • 



uii l'îicor-' 



/"■' f:r.-h fil:- /■'= ff^- 



192. — «Ml na ia> l'C>Min ici de n'associer que des éléments où '- 
iijnl».' la m»-iii'- val«'ur. Si plusieurs circuits agissent sur le même élé- 
UKMit Lis un pourra asîv»cier leurs éléments dans un ordre quelcon- 
que, pourvu qu'ils forment de^^ circuits fermés. lV>sons : 



(-) K 



./■•';• ►.= /'■•;.. »■-/'•-!?. 



nous aurons : 



puisiiuo nous uo c-'Usidôrons i|uo des circuits immobiles. 
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n résulte de la forme particulière que nous avons choisie pour la 
force éleclromotrice élémentaire que la force électromotrice induite 
dans ds' peut être considérée comme la projection, sur la direction de 
l'élément ds\ d'une force électromotrice ayant une direclion déter- 
niiiiée en chaque point de l'espace et dont les projections sur les 
ln)is axes sont : 

193. — I/intensité du courant dans un élément du circuit induc- 
teur d'orientation quelconciue étant /, 
soiint j^y j\, j\, les composantes de la 
densité du courant dans cet élément, dont 
la seclion est j ; on a : ^^ë ^2 

2 cfx = Ji 7 ds 

et, comme ^ds est Télément de volume du conducteur, 
i dx = ^1 dx dy dz. 

Au lieu de faire l'intégration en suivant un filet du conducteur 
tout le long du circuit, nous pouvons la faire par élément de volume, 
ce qui donne : 



(9) 



f'^^ C f fjj^i±' 



l'iDtéKrnle triple devant être étendue à tous les éléments du conduc- 
teur : mais, conune en dehors du conducteur nous pouvons consi- 
•iérer les trois quantités ^172^3 comme nulles (du moins au point 
où nous sommes j>arvenu dans notre étude), nous pourrons dire que 
l'intégrale doit être étendue à l'espace entier, conducteur ou non. 

La forme même de cette intégrale nous montre que les F sont liés 
aux y {lar les équations aux dérivées partielles : 

^ AFi = - 4^;i 

( AF, = - iTj, 

Les F et leurs dérivées premières sont continues dans tout Tes- 

12 



178 PROPAGATION DK L*éLBGTRIGlTé 

pace, à moins qu il n'y ait des nappes de densité de courant supe- 
ficiclle finie, (discontinuité de la dérivée normale) ou des nappes ^ 
couclies doubles do courants de sens inverse (discontinuité de- 
comnic on le sait par les résultats connus en électrostatique). 

La grandeur dont Fp F^, F.,, sont les projections porle le no: 
de 'potentiel vecteur. 

Sous la forme (5) le caractère des courants, d'être fermés, dUii 
écrit dans la formule même. Mais avec la forme (8), (lo). qui ve 
met plus ce caractère en évidence, il est utile de Técriro explicite- 
ment : 

Les formules relatives aux courants ouverts pourront être plus 
générales que (8) ot ( i o). 

194. Remarque, — I/imperfcclion du langîif^t» ne rond pas tout à 
fait inutile d'insister sur les relations entre les diverses forces élec- 
tromotrices mises eu ceuvre. 

La seule force électromolrice vérilaMc, homogène à une forre 
électromotrice de pile, est M*^(n" i86), ou E' (n" uji-ioa). 

La forme électromolrice totale^ E (n"* i8o-i85) est le produit 
d'une force électromolrice par un temps. 

La force électromotrice élémentaire E' (n* i8o;, est une force 
électromotrice, multipliée par un temps, et divisée par le produit 
de deux longueurs. 

Une force électromotrice de pile est (Failleurs le produit d'une 
force éleclricpie par une longueur. 

L»» poteiiliol vecteur F,. F^, F.., est le proiluit d'une force élec- 
trîcpie [lar un l(Mn})s. 



«:.* . 
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195. — Appliquons maintenunt ces inéquations ù la rcclicirhc de 
hi force électromotrice induite dans un fil de section finie. Soit un fil 
rectiligiie à section circulaire dont on suppose que les extrémités se 
rejoignent à grande distance de la n»gion étudiée. Prenons pour axe 
dos • Taxe du fil, tout est de révolution autour de cet axe. Les corn- 
posantesyi et J, delà densité du courant sont nulles : il en résulte 



Fi = o, 



F, = o. 



Les composantes F, et )\ dirigées suivant Taxe des z restt^nt seu- 
les ; elles satisfont à la relation 



AF = - 4^J 

en tous les points extérieurs ou in- 
térieurs. 

En passant de Fextérieur à l'in- 

ôF 
teneur, les fonctions F et sont 

continues. Nous pouvons consi- 
dérer cette fonction F comme in-^ 
dépendante de z dans toute reten- 
due que nous étudions et écrire Téquation précédente 




(') 






1 i>F 



= - 'trj. 



180 PhOPAOATIOIl Dl L*SLBCTBlClTi 

LUntensité I du courant est dans le fil 



= / j\2T.rdr 



la densité y étant une fonction, supposée connue, de r seule. 

Le conducteur peut être un cylindre plein ou un tube ; appelons a 
le rayon intérieur et b le rayon extérieur du tube conducteur. 

196. — Partout où il n'y a pas de courant, on a 

Par suite, en multipliant Téquatiou (i) par r 






i>F 



.(•■»n=». 



et 



(^) 



F = A log r -T- B. 




Si A est différent de zéro, cette formule donne une valeur infinie 
pour r infini ; mais il ne faut pas nous arrêter 
à cette difficulté qui tient à ce que Tbypo- 
* thèse qu'il n*y a pas de fil de retour est in- 
compatible avec celle que le courant est 
fermé; nous savons à Tavance qu'à grande 
distance les résultats ne seront pas appli- 
cables, il n'est donc pas nécessaire de 
faire A = o. 

Si le conducteur est tubulaire, la valeur infinie à distance finie, 
pour )* =: 0, est inadmissible ; il faut faire alors A = o ; ainsi F est 
constant h Tintérieur de la cavité. 

197. — La distribution de J en fonction de r étant donnée, Téqua- 

tion (i) donne 

i> / i>F\ , . 



Fig. 34 
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d'où 



^l=.X-i.Jjrar. 



I 



Appelons i rintensité totale du courant compris entre la paroi in- 
terne da conducteur et le cercle de rayon r, 

(3) i r=z I j 2T.rdr. 



Nous pourrons écrire 



^ a 



dF . 
r - = A — 2!, 
0?- 



ce qui donne dans le tube conducteur 
(4) F = A log r -h 



B — 2 / ^ dv. 



106. — Cherchons maintenant comment les constantes se nitta- 
client les unes aux autres en passant d'un milieu au milieu voisin. 

i'' Supposons que, quand le rayon r augmente, nous passions d'un 
milieu isolant à un milieu conducteur pour r = a. 

Dans l'isolant, nous aurons à la surface 

F = A| log a -h Bj 

dans le conducteur, le troisième tonne étant nul, 
F = A, log a -h B,. 
Nous avons donc 

Al log a -+- B^ = Aj log a -+- B, 
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Ecrivons de même que - est continu : il vient 
^ dr 

A. == A. 

a a 

Par suite, en passant d*un isolant intérieur à un conducteur exté- 
rieur, on a 



(5) 



?B,=B,. 



199. — 2** Ettectuons le passage inverse du conducteur à Tisolant 
quand le rayon croît, pour la valeur r = b. 
Dans le conducteur, nous avons 

F = A3 log 6 -h B, -- 2C, 
en posant 






Dans Tisolant 

d'où 

A^ log 6 4- B, — aC^ = A3 log b -+- B3. 

c>F 
La continuité de - donne 

Aj 2I A, 

b b ~ b 

I désigne ici l'intensité totale du courant dans le conducteur. Donc 

l A3 == A, - 2I 

^^^ / B3 = 2I log 6 -h B, - 2C,. 



200. Densité de oourant uniforme. — Nous examinerons 



en 
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[tarticalier le cas où la densité du courant serait uniforme ; dans ce 
cas, on a pour la valeur r 



r 

i = / I 2T,rdr 



l)ar suite 






a 



«=^•=(--7 "'--■»«:)■ 



Pour avoir C^, il suffit de faire r t^. h\ remarquons alors cjue 
r.^h^ — ar) rtimt la surface (Milière du conducteur, -./(A- — a-) sera 
riiitcnsité totale I et Ton aura 

Dans le cas d*un seul tube annulaire, on a à Tintérieur 

A, = o 
ft 

t)n en déduit, d'après les relations (5) et (6), dans lépaisseur du 
conducteur 

F, = B, — 2G 

à ICxIérieur 

F, = - .1 io« ;; -i- B, ^ 2C,. 

201. — Dans lVxi)re8sion de F^, la constante H, représente 
laction des parties éloignées du circuit ; la quantité G relative a la 
self-induction est une fonction de r ; si donc, à un instant, l'intensité 
est uniforme, il n'est pas i)ermi8 d(» suijposer que sa variation sera 
uniforme dans toute la section. 
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La forco électromotrice varie avec r, comme C ; c'est à dire dans 
le eus d'une densité de courant uniforme comme la quantité trouvée 



^\—2 ^'^^^aj- 



Au premier terme correspond une parabole (fig. 35). et au se- 
cond une courbe logarithmique, passant toutes deux par le point 
d'abscisse a où elles se touchent ; la force électromotrice est repré- 
sentée par la différence des deux ordonnées. 

L'allure de la courbe qu'on obtiendrait ainsi, en prenant pour 

E 




abscisse les multiples du rayon intérieur a, est donné par le ta- 
bleau suivant 

X = a C = o 



3a 
îïa 



ïfiTzay 

5,8 ra«; 

ia,aTaV 

ai.SraV 



Cette quantité C croît donc avec une grande rapidité quand on 
approche du bord extérieur, où le terme parabolique devient pré- 
dominant. 

lia force électromotrice de self-induction est donc plus grande 
vers la surface extérieure du tube. 



-.>K-i 
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202. Cylindres concentriques. — Prenon."; enclore un cas 
simple : celui de deux cylindres] concentri- 
ques donnant passage au courant Tun dans 
un sens et l'autre en sens contraire (fig. 36) : 
la condition que le circuit soit fermé sera 
remplie, en admettant que les deux inten- 
sités totales sont égales. Nous aurons d'après 
les formules (5) et (6) 




(u.) 



F| = B. 

F, = Bi — 2(: 



Fig36 



F3 = — ^I \oii ^^ -{- Bi — 2C, 

F, = — 2I \on J^ ^ B, — 2C, ~ 2C 

— 2 (V -H 1; log r H- 21' lo;j; b' 

H- B, — 2C. -t- 2I lo^' b — 2C\ 



F, = 



C et C ; étant pour le tube 4 les ({uantités analogues à C et C^ du 
IuIm' 2. 
Or si le circuit est fermé, on <loit avoir 

I -+- r = o 



ce qui fait disparaître le terme en log r dans F.. En outre, il faut 
que la force électromotrice soit nulle dans le dernier isolant ; ce qui 
détermine la constante Bj par Féquation 



d'où 



(«') 



B. 



b' 



allog,- 4-!i(C', -hQ 



B, = ^.uo4^.J r^':-H,y^i^\ 
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203. — Nous avons uinsi dans les conducteurs : 

+ » (a'* - b'*) log ;[: - "-I54; (r' - l> - , a* log p] 

Il y a dans ces expressions une partie constante et une i>artie 
fonction de r; si on était sûr que celle-ci nest qu'une petite fraction 
de la première, on ijourrrail, en faisant une moyenne mêm(» un peu 
arl)itraire, avoir un bon résultat; mais si b est un grand mulliple de 
a, le terme en r^ prend une gmnde importance, et si a est nul, son 
influence est <încore jdus grande dans l'expression de Fj. 

204.— On fait en général la convention suivante : on admet qu'on 
peut prendre pour valeurs moyennes de F^ et de Fj les expressions 
obtenues en faisant les moyennes par rapport aux surfaces : on 
prendra 

Remarquons que nous | mouvons décomposer le courant total en 
counmls tous pandléles à Taxe des z ; pour Fun d'eux situé à la 
distance r, la valeur de la force électromotricc est 

_ <.F, 
La densité du courant qu'elle produit, est 

et le coumnt induit total dans la section droite sera 

-;* a Tireur. 



-'i ^^ 
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Cela justifie Texprcssion que nous avons prise i)our la valeur 
moyenne de F, ; en eftet ce qui est accessible aux expériences, ce 
nVst pas la distribution des densités de courant, mais seulement 
rintensité totale : or, celle-ci est la même que celle qui serait in- 
duite d'une manière uniforme par la force électi-omotrice moyenne 
en surface. 

Toutefois, dès que Tinlensité du eounmt cesse d*ctre uniforme, au 
moins approximativement la distribution de F cesse d'être représentée 
par les équations (lo). li faut alors poser le problème autrement. 

305. — La force électromotrice dans le conducteur 4 est de 
mémo 

ùt 

avec la même convention sur les signes ; mais si nous voulons avoir 
l'ensemble des forces électi*umotrices pour les deux conducteurs dans 
la même région et par unité de hauteur, il faudra pren<lre dans le 
coiulucleur 2 le sij^e — et <lans le conducteur 4. le signe ^- puis- 
que nous sommes dans le conducteur de retour ; ou aura par suite 
en prenant les valeurs moyennes, 

expression que» Ton peut écrire 



M /h-F,\ 



lo second facteur est indépendant de I : c'est une caractéristique 

des circuits. 

206. — Nous avons donc à faire les moyennes suivantes : 



'a 



71 ; 6* — a^'i 2 

,, / log r. 9 rrrfr 1 f",^, . „, b* — a»l 
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En faisant la substitution dans f 13; on trouve 






1 h^ 



1 //• 



2 /,i — . «2 ^ 2 //2 — a^ 



Ih'^ 



(b^~-â^Y ïofe' /. + (//^^TTï^* ^^- 7; 



— 2 lOg 



Tous les termes sont négatifs, sauf les deux premiers peu impor- 
tants, et la forre êlectromotrice est toujours négative : les termes de 
la a" ligne caract<'risent Tinduction entre les deux parties d'un 
mt^mo fil ; celui de la troisième ligne seul provient de Tinduction 
du fil d'aller sur le fil i\(' retour ; il pourra d'ailleurs être le principal. 

207. — Il est rare que dans la constructio^ des cables on laisse 
un trou central ; on peut donc faire a = o et écrire la force électi'o- 
motrice E sous la forme 



M 



^--:![^iog^4.4 



Le terme ^ ne dépend que de ^, • c'est lui qui indique Timpor- 
tance de l'épaisseur de la couronne de retour. 

Les deux t^ibleaux suivants nous donnent la valeur des deux 
termes. 



*• 

a' 


S, 


I 


o,r)o 


i.aî 


o,65 


i,4i 


orr, 


>,:3 


0.97 


3 


i.i3 


i 


a,o9 



a 
b 



i,ù 



alog- 

» 

0.8 

» 
1,38 

w 

:^.9 



Si répaisseur de l'isolant est très petite ; c'est le terme SE qui a 
seul de Timportance. 
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Si Ton veut donner de rimportance à Tinduction mutuelle entre 
les deux conducteurs, il faut que la couronne extérieure soit mince <'t 
l'isolant épais ; dans le cas contraire, c'est la soif induction de la cou- 
ronne de retour cpii remporte. 

La force clectromotrice ainsi obtenue, ot par suite le coefficient de 
self-induction du a\ble par unité de longueur dépend de la distribu- 
tion supposée uniforme de la densité de courant. 

208 Deux iils parallèles. Approximation. — Occui)ons-nous 
maintenant d'un cas important pur ses applications : deux fils pa- 
rallèles placés très loin Tun de l'autre parcourus par des courants 
uniformes d'aller et de retour. Lo potentiel vecteur F résulte du 
courant de densité J dans le preniier fil et du courant de densité / 
dans le deuxième ; en ajoutant en chaque point les deux valeurs cor- 
respondanU^s. nous supposons d'abord qu(» la valeur de ¥ due au 
premier fil est uniforme dans toute l'étendue du second et inverse- 
ment. Cette approximation est celle que nous avons faite en admet- 
tant que la distance; des deux fils est un grand multiple du diamètre 
de chacun d'eux. 

Le potentiel vecteur qui provient du premier fil est, h l'intérieur 
de ce m, 

et à l'extérieur 
i6 F = B — airi^vloglJ, 

en tenant compte des conditions de continuité. 
On a de même pour le second fil, à l'extérieur, 

et à l'intérieur 
18 F = B — Tzf r'' — b"). 

209. — Soit D, la distance des centres des deux fils; en traitant 
comme uniforme dans chaque fil le potentiel dû à l'autre, nous avons 
alors: 
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intérieur du premier fil : 

F -h F'„ = B -H B' — 2 ^M'J' log y — i:/. r* — h'), 
luléricur du second fil : 

F„ -f- F = B -h B' — 2T.h^i log J — ^•' ./=* - h'' . 
Espace extérieur aux deux fils : 

F -h F' == B 4- B' — 'XT.b'j log '^ — irM^f log ^^r 

Les conditions de continuité sont satisfaites à la surface des deux 
fils; restent les conditions à rinfini. A très grande distance, r, et i-' 
deviennent identiques, et pour que F -h F' y devienne nul, il faut 
({lie Ton ait 

^ B -h B' + 2ir6V log b 4- 2 -h'^'j' log b' =0 

•^^ \ 2r.b*f-\- HT.b'*f= 0. 

La seconde de ces équations montre que les intensités totales tt^V? 
et tM^J dans les deux fils doivent être égales et opposées ; c'est ce 
que nous exprimons en disant que le second fil sert de fd de retour 
au courant 1 du premier fil, Mettant ce courant total en évidence, il 
vient alors 



et enfin 



B^lV=:-.2llogJ;, 

^F^F„==-i(;;;-i)-2iiogJ 

(20^ F^F' = -2lIogj;, 

'F„H.F' = 4-l(^--i)-4-2llogg 

àrintérieur du i" fil, entre les deux, et à Tintérieur du 2* fil. 

Ces expressions supposent une répartition uniforme du courant 
dans chacun des fils. 

210. — Si on supi)0se que les deux fils se réjoignent à grande 
distimce, on peul clieiThcr la force électromotriee produite par unité 
lie longueur de rcnsemble dc8 deux fils jjarallèlcs, 
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CVst iwur h» premier fil 
fiuur le second 

I*ii différence de ces deux expressions donne la force rleclroino- 
trice lolale, bien entendu après nvôir fait la moyenne dans chaque 
fil comme précédemment, ce qui n'esl pasabsurd»» dans le «as actuel : 
eu effol le terme ' est conq)ris entre o et i, lJin«lis (pic le terme 

l"g ^ • très gnmd dès que les fils sont assez éloignés, est pré[)on- 
d«'rant. On trouve alors 

MoV. v:. = - 

* 6- À 
el iKir suite la force cle«'tronu)lrice totide est 

<- -:;![. -H. log»:]. 

Telle est la formule classique de la force éleclroinotrice de self in- 
•ludion pjir unité de longueur dans renscinble do deux fils parrallèles 
d'aller, el de retour. Cette self induction décroit, quand la distance 
1) diminue: et, si la formule étail encore théoriquement valable dans 
Cl? cas. on en déduirait, que, lors(pie les fils égaux {b .-■■ b' sont en 
«"•ntact D -— b -+- 6' , leur coefficient de self induction aurait |)Our 
valeur minimum, i -h 2 log 4 ^^ 3,77. Mais une telle extension de 
la formule est tout à fait incompatible avec son origine approxima- 
livr; la réaction d'un des fils sur l'autre nesl sensiblement uniforme 
dans toute la section (|ue si les deux fils sont très éloignés Fun de 
i'aiilrr. 



CIJAPITHK IV 



FILS PARALLIXES 



211. Le problôine dos fils parallèles, que nous avons traité seule- 
ment d'une manièn» approchée, en supposant très grande la distance 
qui les sépan», jKMit être traité d'une manière rigoureuse, pour toute 
disUmce, môme petite, comme nous allons le voir. Seul, le cas du 
contact des <leux fils restera encore (»xclu. Considérons dans le plan 

un système de coordonnées orthogo- 
^B \^-^ nales X et a, (fig. 3;) et posons 




àW 



dlV 



(^) 



Tig. 37 - 
et le long d*uue ligne X = ctc 



Le long d'une ligne |jl = cte on a 



dii = h, ds-^,^. 

212. — Formons dans ce nouveau système de coordonnées l'équa- 
tion aux dérivées partielles qui correspond à 






cVF 



.--: - iv\ 
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Partons, pour cela, de la signilication physique de réquatiou élec- 
trostatique analogue 

a le flux de force qui sort d'un contour est égal au produit par 4^ 
de la masse électrique intérieure au contour » et formons l'expression 
de ce flux de force pour un contour rectangulaire > , ^ -4- rfX, fi, 
Il -h dii, 
h\ force a pour composante normale à A B, 

et le flux de force qui entre par AB est 

^ \ às,^J h, <U 

L'excès du flux qui sort par CD, sur celui qui entre par AB, est 

De mèmei pour les côtés AC, BD, Texcès sortant est 

<^)uant à la masse électrique interne, elle est égale au produit de 
la densité e par la surface ds-^ dsii = -r-T^ ' 

L équation des flux est donc, eu coordonnées orthogonales quel- 
conques, 

On a donc enfin 









i:< 
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213. — Lorsque les coordonnées orthogonales >», {*, sont iso- 
thermes, 

on en déduit, en rcmplavant V i^ir X, et par |i, dans Téqualion pro 
cédenie 

n(l:)=".r.(J;)=»- 

Les deux quantités /i,, h^, sont partout égales ; les coordonnées X, |i, 
divisent le plan en petits («arrés, inégaux d'ailleurs ; les courbes d'é- 
gale dimension des carrés sont les courbes h^ -- etc. 
L'éf[uation prend alors la forme plus simple 

, «>-V d'\ 4- 

^7) ^ ^ <v ^ "" y^ '' 

214. Fil unique. Coordonnées polaires. — Comme premier 
exemple, examinons comment, pour un seul fil cylindrique circu- 
laire, on peut déterminer la distribution des forces électromotrices 
dues îi une variation du courant, distribué d'une manière arbitraire 
dans la section. Prenons pour coordonnées, les coordonnées polaires 

a, p = log r, 

({ui constituent un système de coordonnées orthogonales et iso- 
thermes. 

L'équation 

AF == ~ 4^y 

devient 

./ est une fondion de o et de a, que nous supposons développée 
en série de la forme 

9 -^ ^^ i ^" ^^" '^* ~^~ ^" ^^^ '^''' 

S et C étant des fonctions de c. 
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Clierchou8 une solution de la forme 



'<» *" ~ ^ ''" ^^^ '** "^ ^'" ^^^ '**) 



il et (j étant aussi des fonctions de o ; on a 

(il) - , = ^ — n* li„ sin ?n — n^ G„ cos nx) 

Dérivant (lo) par rapport à p, puis substituant dans l'équation (8), 
et identifiant les facteure de sin m dans les deux mondires, nous 
aorons pour déterminer !!„ 

I 

l'ne équation semblable donnerait (i. 

L'équation 112) sans second membre a pour intégrale 

i 

H, = Ae -f- Be "^ 

et avec le second membre 



If„ = Ae"P -h Be- "^ + *-^W •'"'{- -itS-e-"-' ) <l? 



ce qui donne la solution complète du problème. 

215. Coordonnées Bipolaires. — Comme second exemple, re- 
Tenons au cas de deux fils circulaires parallèles. Les coordonnées 
orthogonales isothermes convenables sont alors le logarithme du 
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rapport des distances d'un point h deux points fixes, Oi 0. et ïi 
sous lequel on voit la distance D de ces deux points. 

, .,x \ P = logr, — logr, 

( a = Wj — tOjj. 

Les courbes a = cte sont, comme on sait, des circonfén 
passant par les points Oj, 0, ; et les courbes p = cte, des cir 
férences qui entourent ces points. 

Des calculs faciles donnent, pour équations de ces deux système 
circonférences 

(,4) ^.^.(y_Çeota)' = ^^^ 

et. 

en désignant les sinus et cosinus hyperboliques par 

(i6j Sho=^(e^-e" P j' Cho=:i (e? ^ e"" ?)• 

216. — l'm» circonférence pi, collo qui limite le premier fil 
excmpli», a donc |K)ur rayon 



'J7; 




ii.= 


1) 

2 Shoj 


et sou 


contre 


est défini 


imr 


li8) 




Xj = 


DChp, 
= 2 Shp, 



2/1 = 0. 

La distance des centres :i). n'est donc pas égale à D : 

Si par exemple la distance D est égale au double du diamètre 
deux fils, siip|M>sés égaux, la distance j^ do leurs centres l'sl 1,1 1 



r 
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Si z^ et p, sont négatifs, les deux circonférences entourent toutes 
deux le point Oj ; cela correspond à un fil cylindrique, entouré d'un 
lube conducteur excentrique. Ce n'est pas le cas dont nous nous 
(xi^uperons. 
Si 5, ost négatif et p, positif, la circonféronco p^ entoure le point 0,, 
j la circonférence p, entoure le point 0,, ce qui correspond bien aux 

l fils conducteurs séparés. 

I 

I 

217. — Les coordonnées d'un point P î^nt 
D Shs 

{20} 



2 Cho — cos « 



Chp — cos g^ 

i ' 



D sin g 

^ •' a Chp — cos a 

Enfin, on obtient facilement 

'■■' -=(S)"-(5)'=^'-''^^ 

LVqiiation à intégrer 

AF = - Aizj 

I devient alors, dans le système de coordonnées bipolaires : 

î "' S^ "^ *<>? — — 'y (Chô^ cos V.^ ' 

\ 

\ 218. Isolant. — Dans tout Tisolant où le courant est nul, Finté- 

! mïe est 



cos na 



J F == Ao -h BoP -+- 2 (^^"e""^ -^ B"®"" ""O 

Comme p devient nul à Tinfini, il vient 

V^ = Ao H- 2 i^^ "^ ^"^ ^^^ ^« -+" 2 ^^^ "^ ^'*^ ^"^ ^* 
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ce qui conduirait à pixîndrc la forme particulière, rigourenseineiit 
nulle à Tin fini. 

,24 F = Bo? -H V (A„ cos noL -t- flr„ sin 7ta (e'''° — e" "^) 

lorsque les deux courants d'aller et do retour sont égaux. 



219. Conducteurs. — Occupons-nous maintenant des conduc- 
teurs : 

Sui^posons que nous ayons obt(»nu le développement du second 
membre sous la foime 

Lnp — cos a - ^mi' 

Sn et Cn étant d(»ux fonctions de p. 
L'intégrale peut étn» mise sous la forme 

26 F r-^ ^ fi„ sin m -f- e„ cx)S na 

avec 

127. c„ = s' ><p / «"" "P / 

^*»_/ '-"<^':-\.,-J '"'■-" 

i A„e ' -i-Rne '^ 

I un f ' 271 f 

\ *y t.' 

Il faudra déterminer les constantes A„ et Bn et les origines d'inté- 
gration de la façon la plus favorable pour la suite des calculs. Si 
j variait d'une façon continue dans tout Tespace, nous pourrions 
prendre — <» pour origine des intégrations sans introduire les 
termes en A„, B„ ; mais quand l'intensité du courant est concentrée 
dans les cercles correspondant aux valeurs p,, p^, il est plus commode 
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de conserver A„ el B„ et de déterminer a»8 constantes par conti- 
nuité à Ici surface. 

Pour n = o, conservons st'ulemont Go et c^ ; la relation (a;) pr(»nd 
hi forme particulière 



/ do / Co ch. 



c'o = A -t- Bp -h 



220. Gourant uniiorme— Ce (lui précèd(» s'applique h une dis- 
tribution de densité de courant arliitrain» ; examinons le cas où elle 
est uniforme. S„ et Cn ont pour valeurs en général : 

, S„ =: I ^r- — vo sm wa «a 



(^9 



^ f (Ghp — cos '^Y 

Ici ces formules se simplifient car j sort du signe /' et l'intégration 
devient possible ; il suffira de calculer les intégrales 



sin na drL j c( 

Chp ^ cos a)'' ' / (Gh; 



a' 

cos na doL 

— cos a * 



La première intégrale est nulle, parce que tous les termes entre o 
et -. sont exactement compensés par des termes égaux et de signe 
contraire entre t. et ar. 

La seconde se calcule sans difficulté, en appliquant par exemple 
les ri^gles élémentaires. Posons : 

Gh p = Co cos a = ;, d7i = ^ -jJL. 

la formule de Moivre donne pour cos wa, un polynôme P„ de degré 
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n en ; ; en tenant compte de la parité et de Tordre des limites (d'in- 
tégration, on en déduit 

cos yt« d« / Pw d^ 

(CÏT^ - C08 «)^ - ^ J (C, -. Ç)2 y/r-Iir 



et enfin par des transformations classiques, 



„./ 



cosn ac^g ^ g, ( n -4- i) p^ + ^ — (n — i) p ^ + ^« 
(Gh p — "cos ai* (i — jo*:-» 

en prenant pour p la racine inférieure à l'unité, de Téquation 

P' — 2/> Ch p -+- i = o. 
On prendra donc, à l'intérieur du fil i, 

— <» < ?i < p=e^ 

et à rintérieur du fil (q) 

Avor ces conventions Toxpression 

est applicable aux deux fils. 

221. — Portons ces expressions de S„ et de C„ dans c„; nous 
avons à calculer les intégrales 
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222. Premier fil.— Occupons-nous d'abord du fil I ; Tintégratidn 
doikHre étendue de p = — oo, c'est-à-dire de jo r^^ o. jusqu'à la va- 
leur p du cercle passant par le point intérieur consid<Té c'est-à-dire 
jusqu'à j} = e^. 

Remarquons d ailleurs que les deux intégmtions donneront pour 
ce? expressions des termes du mùme ordre en p et qu'il n'y a par 
>uite aucune raison de négliger une intégrale devant Tautre. 

L'intégration se fait sans difficultés et donne pour la première ex- 
pression 



pour la deuxième 






— no {in + 2)0 



2H 2fj_e''P)* 
Toutes réductions faites, on trouve 



'"h.) c„ = An e"P -+- n„ e" "•' - ^r,J \\ 

Le terme Cq a la forme particulière 

Co == A -h Bp — 2- ; D* ~ 



1 o 

1 



i-e^? 



Portons ces valeurs dans l'expression (q6) et accentuons tous les 
coefficients pour rappeler (fu'il s'agit du premier fil : 

(a'-hB'p — 27:/n- -l^'L 

/ -^ !S (a'« «"^ ' -^ ^'n e- "• - orj'l)^ ^^ e"^)cos n a. 
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Ce fil s'élPiulant jusqu'à l'origine 0', pour laquelle p est — «, B' et 
tous les H' , sont nuls, pour que F' n'y dovicnne pas infini, et il reste 

LV'-i- V v;,e"?cosna 

\ 1 — e ' ^ ' 

223. Deuxième fil. — Changeant s est — p, et / eu J", on a de 
in('»ine pour l'intérieur du serond fil 

l A"-+-2|] A'^e-'^'^cosiia 

\ — 'xr,j W ^^^, \ ~^ 2^^ ' COS wa/- 

f I — e ' 

224. Conditions de continuité. — Kerivons maintenant les 
conditions de conlinuité à In surface p r^- o, du premier fil el à la 
surface p = p^, du secondjil, en conservant l'expression coniplMe 24 
pour l'isolant, et les expressions (33), (34), pour les conducteurs. 

Puisqu'il n'y a pas de termes en sin na dans les conducteurs 
a„ et hn sont nuls dans (î4 • 
Tennes indépendants de a. 

p rr-. p,, (Continuité de F : 

A' - . ::./'!)' — *-^- = A„ + B„?,. 
1 — — e * ' 

Continuité de - - : 
00 



e 



^?t 



-"■'"•■'(tI-.^-"'- 



Remarquons maintenant que l'expression 117) du rayon R, nous 
donne pour la surface de section du premier fil 



le' 
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rintensité totale V dans le premier fil est 

et les équations de continui(t> deviennent pour le premier fil 



35, jA. + B.o. = A' 

hi. = -4r. 



Lo second fil donnera do même 



36 


A. + 8. 


?i = 


= A" - 2 r(i - 


- e 


2 p. 


car on a 


pour l'intérieur 


(lu s 


lecond fil 








'-U.-1 


- e 


) Il 


e~ 

— e' 


— 'À 



et de plus la dérivation en o change les signes dans la seconde 
équation. 

225. — De là on déduit d'abord 

r -r- r := o. 

La forme d'intégrale fournie naturellement par les solutions sim- 
ples d«^ notre système de coordonnées isothermes orthogonales exige 
(jiie le courant de retour soit égal au (îourant d'aller. IHen entendu, 
ce n'est pas là une condition imposée par le choix des coordonnées, 
mais seulement par le choix des solutions simples, qui excluent les 
siii>ailarités à rinfini o = o). 

L<»s deux premières équations, qui deviennent alors, 

/ A' - A, = - •( r ( 1 + sp, - e-^'f^O 
ne déterminent que les différences A' — A„ A" — A,. 
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S'il n'y a pas de champ d'induction autre que celui qui provient 
des deux fils, on doit prendre A^ nul. 

226. Termes en cos noL. — Los termes en cos vol donnent de môme 
et en ienant compte de I' -t- 1' = o 
d'où l'on tire facilemonl 



puis 
(4i' 



B„=i.I'« -- 

M 



A,.= -»r« 



— 2M0 



n 






71 

Lorsque los doux fils ont môme diamètre pi rr= — p,, Bn et A„, 
A' ol A^n sont égaux et de signes contraires : mais il n'en est plus 
de môme si les deux fils sont inégaux. 

227. — Paradoxe, En particulier B„ diffère alors de — A„, et au 
loin, pour p = o, ou a 

V— 2/10.; ^^npi 
. ^ — — . . _, ? 1:1^ cos noL 

au lieu de 

F« = o. 

Mais il n'y a pas lieu d'y voir une difficulté. En effet, nous savons 
que pour un courant uniforme dans un fil cylindrique, rexi)ression 
rigoureuse de F est — 2 V logr, r étant compté du centre du fil. Or 
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nos distances r', r", sont comptées des points 0', 0", qui ne sont pas 
les rentres des fils, et cpii, en outre, sont inégalcmeul éloignas de c^'s 
centres, si les fils ne sont pas de mùme grosseur. En otitre, Taction 
de l'uu i\{in> fils sur l'autre détruit l'isotropie de distribution des 
valeurs de F dues à clincun des fils en parlii-ulier. i*l quand les deux 
fils sont inégaux, il n'y a pas de plan de symétrie des V |)erpendicu- 
laire au plan des fils, à jHîtitetlislance, et rien ne |)ermet d'affirmer 
quil y en ait un au loin. Le plan de symétrie de K au loin, s'il 
existait. j)asserait au milieu de la dislance des centres; il différerait 
donc du plan de symétrii* des coordonnées, quand les deux fils sont 
inéfîaux. On ne saurait s'étonnrr de nMrouver la trace de cette dis- 
symôlrie dans les valeurs lointaines de F, si on s<î nippelle que, ce 
qiif nous appelons distance infinie dans les problèmes cylindriciues 
/"'«/ pas une distaiice infinie [)ar rapport à loKt le système agissant, 
mais seulement une distance de même ordre (|ue la longueur de 
celui-ci, supposé»* très grande par rapport aux dimensions trans- 
versales. 

228. Force électromotrice moyenne. — Dans le premier fil, 
en un point p, a, le potentiel F' est donné par la formule (33). avec 
les valeurs (37), (4i), des constantes. En ce point l'élément de sur- 
lace a pour expression 

D' 7 ; 

4 (Clip — COSa- 

La valeur moyenne du potentiel F [lour toute la surface du fil est 

donc 

[ ^Y'''(A■-.^/B^■:!■},J),,,,lt»,. 

V/ / [A'„e''?- 

^.yrij^no - ^^"^ -1 ^^?' ^'^* '^*^^* 
"''''^^ "" j _ ^v] (Cl'ip - COS a)^ • 
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La formule (3o) nous pennet d'effectuer toutes les intégrations 
en x, et donne 

X 






/"(^■-"'■•■'■r^^)(7i^ 

1 *^— X 

'l-t L_— ("_— Ji®''''e(a"+a)?rf. 



229. — (iCS (juadratures s'effectuent facilement (*) 
Pour écrîrt» le résultat, nous poserons 



i-. = -|«+„-^-i +..-+--+iog(.-.;J 

o 



'— -- -+-..H-(n— i)z-+-nlog(i — ^1 



I — ^ 



/ ... / ^''dz _ I 



>► » — 2 ■» n — 

i.u 4- •JÎ.3. 

7t — 2 



n — 3 

-h (n— i)(;i — 2) - 
-+-«(n--i)log(i — -3)— /i — (n— 1) 
an i__ 



(!) En posant e'^P = j on est ramené aux quadratures du texte. On les 
effectue facilement par les remarques suivantes : 

fds_ ^ _ j g «_— -. / ±^d: _ _ «" , Ç" i^'^ds . 

a" — J ~~ ^ a ' / a — ' j "" il "^ ** / a — j ' 

d'où Ton tire Z^",,; on obtient les suivantes en dérivant par rapport à a; on 
fait (^ la fin seulement a = i. 
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et eafin 



Z... 



I (' - -y 



-h (n — i)(/i— '?.) 'n — :i) j 
-h n{n — 1 (>i — 2) log (i — .•: 
— n {h — i) — {n — 2) 71 -\- n— i 
3n(n--^i) 3/1 9. 

1 — - (l — -)-"^(l — Jj3 



230. — Dans ces expressions nous reiiiplaceions tlcsoMniiis : par 
^''' et lions avons enfin 



\3 Vi— - ;^ S. \i — ; ai - ■)■) 



L'expression de F',„ s'obtienl rn reînjilarant S,, I, ;.,, par S., — l', 
— .:.. et les A' imr les A^ 

On voit combien nous sommes loin, de l'expression du chapitre 
pn-ccdent. et combien la force cleclromolricc moyenne par unité de 
longueur- (F',„ — F",,,) dans renseinble des deux fils pourra iHre 
différente, lorsque, les deux fils étant rd|)prochés. p, et o., différeront 
peu de zéro, auquel cas le j auxiliaire est voisin de i , et tous les 
termes restent importants. 

Il faudrait dresser dos tables de ces formules pour apprécier 
Toi-drc de grandeur véritable de Técart. 

Ueinarquona, pour finir sur ce sujet des fils parallèles, que les 
i-(X)rdonnces orthogonales choisies ne permettent pas de traiter le 
cas de deux fils circulaires en contact. Pour avoir des familles de 
circonférences en contact, il faudrait prendre le cas limite, on la dis- 
tance D est nulle, et le traiter directement. 



CHAPITRE V 



BOBINES CYLINDRIQUES. BOBINES SPUÉRIQUES. 



231. Phénomènes d'induction entre deux bobines ou à 
l'intérieur d'une bobine. — Considérons un courant circulaire et 
prenons dans le plan du courant les coordonnées polaires r et a. 
Soient F, et F^ les composantes du potentiel vecteur F suivant Ox 
et Oy. L'une quelconque de ces com^josantes satisfait à Téquation 

fondamentale 

AF, --4^;\ 
qui (IcviiMil ici 

«V-F, I ^^V^ 1 o^Fj <V-F, , . 



Pour cr courant, la force électroniotrice est perpendiculaire au 




rayon vecteur : on a donc 
Fj = — F sin a ji = --J sin a 



et 



Fig.38 



F^ = F COS a j\ =j' COS a. 

Substituons dans Féquation ( i ) , il vient 
cVF 1 ùF 1 ., ^ <V^F . . 



F peut-èlre une fonction de r et de z ; considérons pour le moment 
le cas où la bobine est illimitée et oii z n'intervient i)as; Téquation 
prend la forme connue 



(2) 



1 ôF 1 p , . 

--h , F — — 4'V 
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qui a fK)ur intégrale 






3 Y ^= ar -^ -—'- l ^ -rjdr -+- -^- / ^Tzjr-dr. 



[^ Dans V espace intérieur au ci/lhidre, J ost nul: h est nul car 
F resie fini ; on a donc 

Fo = a^r, 

2:^ Dans le conducteur y il faut prendre l'expression 3) complète. 
3 - 1 VexténHeur^ j est nul ; a est nul, car F est nul à Tinfini ; d'où 

232. — Nous supposerons, comme au chapitro précédent, que j 
f-st indépendant de r dans ré|)aisseur du conducteur ; alors l'expres- 
sion 3) devient, en intégrant depuis /'i, rayon interne du ccmduc- 
leur, 

F = ar -+- ^ — aizjr (r - r^) + ^^ ^^jzil± . 

Les conditions de continuité s'écrivent sans difficulté : 
Sur la surface intérieure 



d'oii 



4» 



F = a,r, = ar, -+- - 
I ' i 

dF _ fj_ 

.>r ^ r^'- 

\a = a, 
)b - o. 



On trouve de même i)Our la deuxièmi' surface >\ 
\ ff -='^'j{r, — r^) 

Dans rintérieur de la section la force électroniotriccî varie avec r 

ii 
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et il faudra choisir une moyenne. Mais, pour tenir compte de la 
n^sistance, on sera amené à prendre la moyenne par unité d'angle 
au lieu de la prendre par unité de surface. 

233. Self induction d'une bobine. ~ Il est intéressant d'exa- 
miner le cas d'une bobine, c'est-à-dire de supposer le conducteur 
formé de couches ^conductrices séparées par des cloisons parallèles 
à la section droite, et des cloisons cylindriques, infiniment minces 
et très rappmchées. 11 faut alors déterminer pour la tranche com- 
prise entre r et r -h dr^ qui contient un ensemble de ces spires, la 
force électromotrice totale dans cet ensemble de spires prises bout 
à bout. 

Remarquons que dans ce cas nous nous rapprochons beaucoup de 
Funiformité de J, si Tépaisseur des spires est la même; car, comme 
elles sont i)arcourues par le même courant, J ne peut varier que dans 
la petite é[)aisseurde chacune. 

Supposons qu'il y ait n spires par unité de hauteur de la bobine et 
par unité do longueur suivant le rayon ; dans Fépaisseur dr il y a 
ndr spires par unité de hauteur ; la longueur totale de ces spires 
est 

2 T.r ndr. 

La force électromotrice totale pour cette tranche est 

— 2T.rndr — » 
àl 

ce qui donne pour la force électromotrice par unité de hauteur de la , 
bobine 



— *-2T.n I Frdr, 



/ »•/ — n' . I rJ — r/ »•» — r,*i ) '. 
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avec 

D'autre part, i étant Tintensité du courant dans une spire, on a 

j = niy 
il vient finalement, pour la force élcctromotricc elle*môme 

— Li ^ est la force électromotrice induite par toute la bobine 
indéfinie, sur les spires comprises dans une hauteur 1 comptée sur 
l'axe. 

Si, sans être infinie, la bobine a une très grande longueur A, 
cette expression reste très appnxrhée. La force électromotrice induite 
dans toutes les spires est alors sensiblement — ^L, --. //L, est le 
coofficient de self-induction approché L de la bobine entière, obtenu 
directement. 11 coïncide avec celui que Ton trouve par la considé- 
ration (lu flux de force quand on calcule exactement ce dernier. 

Mettons en évidence l'épaisseur '>\j — r, et le nond)re total de 
tours par unité de hauteur de la bobine : 

!,-),.« ,,-,., r [¥+'■-':? -^¥]- 

Si Ton passe au cas où Tépaissour est très petite, mais où Von 
garde le même nombre de spires par unités de hauteur, on a en 
faisant r, == r^ dans la deuxième parenthèse 

OQ, N désignant le nombre total de tours par unité de hauteur, 
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Si la bobine est très longue on a une valeur approchée du coeffi- 
cient de self-induction en multipliant cette expression par la lon- 
gueur de la bobine. 



234. Bobines concentriques. — Kxaminons maintenant le cas 
où Ton a plusieui'S bobines, placées concentri- 
quement ; il est inutile de faire de nouveaux 
calculs : il suffit de superposer on cba(|ue point 
les effets dus aux diverses bobines : prenons 
deux bobines de rayons r, et r^, Ri et Rj, 
de «lensités de couranlj* et J, et dont le nombre 
de spires par unité de longueur est n et N. 
Dans Tcspace intérieur à la première bobine 



m 

i 

1 



R 



i^ 



4 



Fig.39 



Fq = 2Tv" (r^ — ri) r -+- arj R^ — Rj r. 
Dans la première bobine 



F, == 21ZJ (rn - 1 1- - J;^) -H îiirJ (R, - R, r. 



Dans Tespnce compris entre les deux bobines 



F, = uir; -^''-^ -+- ^'^•l (R. - R.) ^• 



Dans la deuxième bobine 

Enfin à Texlcrieur des deux bobines 

r 3 _ ,j. 3 1{ 3 Il 3 

235. — Si nous voulons avoir la force électroniolricc induite par 
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une varialion de; ho «le la ilensitô du courant delà l)ol)iuc intérieure 
dans Tunité de hauteur de la l)obiue extérieure, il faut prendre la 
>oniine 



r 



arN/Y/r X 'l'i ^-^3^,--- 



qui donne, avec^ = n/, 

Remarquons que les dimensions des deux bobines n*entrent pas 
d*une manière symétrique dans cccoeffiriont d'induction mutuelle M,, 
t»i] a cc[X'ndant la même foret* électromotrire induite quand on a la 
mt*me variation d'intensité dans n'importe laquelle des bobines : car 
pour la bol/me intérieure il faut former 



/ 



•2T.7in.ir. 2rXl |{, - II, r 
d'où Ton tire 



2-n. 2-N '> .^ ''-' l\, — U, . l = MJ. 

Le coefficient M, de ! est le mémo que relui de i dans la formule 
précédente. 

Le résultat est évidemment applicable approximativement à deux 
bobines de même longueur axiale 11, très ^'rantle. et donne alors 

M -- 2^NIL 2-;i ''•' "■ '^ H, — U, . 

La nature d<'s raisonnements ne p(?rmet évidcmmeni pas de sup- 
[)Oser les l)obine8 d'inégale longueur. 

236. Remarque. — La inélhode eni|»loyée a donné les coeffi- 
cients dïnduction propre L et d'induction mutuelle M sans ainbi- 
^'oîté. Pour trouver L, on em|)loie souvent sans précaution suffi- 
sante la remarque suivante : 
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Le coefficient d'induction propre peut être considéré comme la limite 
vers laquelle tend le coefficient d'induction mutuelle de deux bobines 
quand elles se rapprochent indéfiniment, ce qui est exact ; et on 
passe à la limite sur la formule de M, or M est toujours calculé en 
supposant que les bobines sont extérieures Tune à Tautre ; et ne 
permet pas de supposer qu'elles se pénètrent ; de. sorte qu'en faisant 
R z= r dans M, le coefficient d'induction propre qu'on en déduit est 
faux. 

237. Bobines minces. — Revenons à ces coefficients et prenons 
le cas où l'épaisseur est petite ; dans ce cas on peut parler sans am- 
biguité d'un rayon moyen 7\„. Pour une bobine de longueur h le 
coefficient d'induction propre est sensiblement 

L = I 27: n r,n (r^ — r^ J* h. 

Or la quantité entre parentlièses représente la longueur du fil em- 
bobiné par unité do hauteur : si X est la longueur totale du fil sur la 
hauteur h, ce coefficient pourra s'écrire 

Ce résultat est d'auUmt plus précis que le rapport -- est plus grand. 

De même, on obtient -pour le coefficient d'induction mutuelle de 
deux bobines de même longueur axiale très grande H, dont la bobine 
extérieure a pour rayon moyen R,„, pour longueur de fil A, et la 
bobine intérieure* a pour rayon moyen r,„, et pour longueur de fil X, 

^11 II. 

238. Bobines sphériques. — En coordonnées sphériqucs r, 0> 
«p, l'équation de chacune des trois composantes Fi, F^, F3 suivant 
Or, Oy, 0^, devient 

d=^F 2 ôF 1 d*F . 1 d^F cos e c>F _ 



z n: ~^' ,.:» «:.»•» lï 



+ J^î^1£=-4«i. 



,v-- '^ r i»' )•- siii - .15* ^ >•-• i>e- ^ ;•» sin 6 dO 
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Supposons que le courant soit circulaire autour de Taxe polaire, 
et que sa densité soit proportionnelle h sin et fonction quelconque 
de r, mais non de o. 

/ j\ = ff sin 0. cos o, 

! Ji = — ff î^in 0. sin ©, 

f J'i = o. 

Les trois équations en F peuvent alors être réduites à une seule, 
en adoptant la même répartition 

F| = Ci sin 6 cos -?, 
F, = — (i sin sin ^p, 
F3 = o 

qui donne un potentiel G sin au point r, 0, ^^ . 

G ne dépendant plus que de r est déterminé par Téquation 

d*G 2 Mi 2 ., , 

àr* r dr t* ^^ 

Dans l'espace isolant intérieur à une sphère de rayon ri, l'inté- 
grale est 

Go = ar. 

Dans rintervalle conducteur entre deux sphères de rayons /*, et 
r„ où le courant g^ est connu, Tintégrale continue avec la précédente 
est 



0, = »r + J^ 






^1 ^r^ 

et si ^ est constante, comme nous le supposerons dans la suite, 

^ 4^ r* — r/ 4^^ / X 

G| = ar -r ^ ^, — j-^—Q y ^ {r - rj. 

Enfin dans l'espace isolant extérieur 

G* = -s» 
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Les conditions de continuilé de G et de *^ ' à travers les sphères r. 
et r^ donnent 



D'où finalement 



r 4- / 



^'* = ~ :^ [i^- -'' V '^^'V 

239. — Celte distribution de densilos de courant est réalisable en 
embobinant entre les doux sphères un fil (de grosseur variable avec 6, 
s'il doit remplir exactement tout Tintervalh*' parcouru par un œurant 
uniforme, dont le nombre de tours n h travers un centimètre carré 
de sectitm mc^ridienne est proportionnel à sin : 

« = N sin 6. 
Doii 

7ii = 2si sin 

(]et enroulement met un nombre de tours constant dans chaque 
tranche d'épaisseur i com[)tée suivant Taxe polaire ; c'est Tenroule- 
ment connu do la bobine splu^rifiue à cham|) magnétique intérieur 
constant; mais dans ce cas il ne remplit pas tout Tespcice compris 
entre les deux sphères. 

Comme reiiroul(»ment se fait nécessairi^ment avec un fil de dia- 
mètre constant, nous supposons ])0ur la suite (pie le fil laisse des 
interstices de plus en plus grands en approchant des piMes ; il est 
évident que les conclusions ne seront compatibles qu'avec de petites 
épjiissenrs r. — >•,. 



«5t., 



f 
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On obtiendra la force éloclroniotric<» totale par Tintôgralc 
E =: — -, / / n sin 0. •;• r,r sin 0. NsinO. rdrclfi 



J 



dont rolénient est le |)n)diiit de trois facteurs : le potentiel par unité 
«le longueur du fil, G sln 6 ; la longueur d'un tour de fil airr sin 6, 
et 1»* nombre de tours de fil (U* 1 eléinonl de surface correspondant, 
\ sin rdrd^. 

Effectuons les quadratures, il vient 

E == _ N ^-;. \. >r. ^ .Nf-V _ 'VV + -^V L . _L ^' 
àt S J I 10 'X :> J iV 

en [losant 

L = .6 [^ X >, - r.)]' ^-±2!V:^ \.^'--''-^ + 4 ^'. 

Le nombre total N de tours de fil est X (;•/ -— >'i-)- 
La longueur totale du fil est 



On a donc 



X = ttX -^ - • = rX '-.^- -« :r^ -t- >v, 4- r-^). 



ce qui, dans le cas d'une épaisseur 1res petite, se réduit h 

«•Il d(?signant par r,„ et i,„, deux rayons moyens, dont l'expression 
analytique est un peu différente. 

240. Deux bobines sphériques concentriques. — Notant 
I»ar un accent la quantité //' qui définit la densité de courant dans la 
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sphère extérieure, de rayons r/, )\\ on a, dans les cinq domaines 
o, a, 4 isolants, i, 3, conducteurs, par simple addition des termes qui 
proviennent des deux sphères : 

G* = Ç [^\ - '-i ff-^ Ç "V - n'j g'. 

^' = - -3 (4r-« -*- 4 * '■'*') ^ "^ 3 '•» - '■' ' ^ • 

^ 4^ ^.* — ^%* . 4^ / ' ' 
G, = \ —4^1 - 9 H- 3 r/ — r, ; ^ , 

^*-'3" """p—^^ 3 4r^ ^' 
Posant 

g' = N'i' 

nous obtenons facilement le coefficient d'induction mutuelle des deux 
bobines, 

M =. 1 / Y !)•/ — r/; X' sin 0. 27rr sin 6. N sin 0. rdrrfe 

ou 

M = -^ (r/ — 7'/i N'. -^ -^ — ;t — L N 

ou en api)elant N' le nombre total de tours de la bobine extérieure, 
et X la longueur de fil enroulé sur la bobine intérieure 

9 ''i -^ *'i 

formule exacte, quelles que soient les é[)aisseurs des deux sphères, 
pourvu que Tenroulement soit conforme à la théorie [n = N sin 6], 
La simplicité de ces formules exactes pour L et M montre qu*il y 
aurait avantage à construire les étalons sous cette forme sphérique ; 
Teuroulement théorique est facile à réaliser sous faible épaisseur. 



r 
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241. — Au lieu de nous donner la distribution de J dans Tespace 
d(»nnons nous la loi de F dans le temps : 

Soit un conducteur plan parcouru par un courant dans le sens 

perpendiculaire au plan de la ligure, et compris entre deux isolants. 

On a toujours 

AF = - i^J, 



La force électromotrice résultant de l'induction 



f^i 



oF. 



nous supposerons qu'il n'y a pas d'autre force élec- 
tromotriciî. 
Alors 



J = -/c 



Fig40 



àt 



et par suite 




AF = 4^/.' 



.>F 

dt 



Itemarquons que nous n'avons pas ici à nous préoccuper de l'iso- 
lant, car la force électromotric^' étant parallèle à la surface de sépa- 
ration, il n'y a pas de charges superficielles. 

F Dc dépend que de x, de sorte que l'équation aa) su réduit à 



{^) 



i>^F , , «>F 

àX' fit 
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242. — Sup])osoiis «l'abord quo la dôcroissaiicc se fait sans oscil- 
lations. F est donne \mv une exponentielle décroissiinte de la forme 



on devra avoir 



Ye-" 



•;5 = -4-/.0Y, 



La solution est de la forme 

F = (a sin X V/4-/.0 -h B cos x V^4^) e~ ^^• 

Il n'y a pas de facteur exponentiel on .v; il n'y a par conséquent 
pas de localisation superficielh* du courant dans le conducteur; la 
force électrique est parallèle à la surface du conducteur, quc^lle que 
soit la rapidité de la variation daus le temps. 

A Textérieur, — (dans la théori(% que nous développons actuelle- 
ment, et pratiquement lorsque la variation n'est pas trop rapide^ 
réquation est 

AF = o 

dans Visolant, ce qui donne comme solution, à cause de la continuité 
d(» F et de sa dérivée normale, à la surface de séparation a: = o, 

F --= [n H- v/4^/»0 \a] e~ ^* 

puisque F ne peut dépendre que de v et de /. 

oF 
On éviterait Taccroisscment indéfini de F et de , avec la dis- 

ot 

tance œ au plan limite, en supposant A nul. ce qui mettrait le 
maximum de la force électromolrice et du counmL dans le plan .?• ^= o 
et dans les plans .r :-^ — r. — 'it., — ?,::, etc. Mais ce serait une so- 
lution illusoire tle la difficulté, car elh» reparaîtrait pour la seconde 
face d'une lame conductrice dont l'épaisseur ne soit pas un multiple 



'Ww> 



Los données du problème, avec l'extension indéfinie de la lame 
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dans los deux sens, laissant le courant ouvert, m\ nous pcrmeltcnt 
I>.i< il'aclu'vor la déterminai ion ; i*' (lui se passe à l'infini resie «MKore 
susceptible de conventions indéiHîndanles. 

243. — Considérons inaintennni le <*as nii F est périodique, et 
j»r«'nons 



r 



réquatiun devient 






dont rîntéjindo 

X = (A -r Mi) e ''''"'' \ '^' 

; :-- (A -h HO e ' ' N' '*' 
•tonne on prenant les t<*rine> réels 



i/f/ 



-" ■ 1- / . .• -^' 






L'impossibilité d'un coiu^ant indéfiniment croissant avec la dis- 
tance, nous oblige à ne prendre que les termes de la seconde ligne si le 
rondu<:teur s'étend indéfiniment du coté des v positifs. Cela, indéi)en- 
(lauiment de toute considération du champ extérieur qui conduirait 
auv mêmes difficultés lointaines dans l'espace, que le cas précédent. 
Le courant péricxlique se lo«'alise donc au voisina;:e de la surface du 
ronducteur; mais la force électriiiue est encore [mrallèle à la sur- 
face du conducteur, quelque court*' (juc soit la période T. 

244. — La conclusion apparaîtra avec plus de force encore si nous 
considcrons une plaque d'épaisseur limitée i//, de part et d'autre du 
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plan X = o. Dans ce cas, si le champ lointain et inconnu ne s*y 
oppose pas, la distribution doit (^tre 8>Tnélrique par rapport au plan 
médian, ce qui donne 



F = cos -^- X 






et dès que la période T est un peu courte eu égard à l'épaisseur, lex- 
posant ù la surface* 

rend les parenthèses énormes par rapport à leur valeur au mUieu. 

Ex. : Cuivre ^- = -^ (C. G.S.) T; = ^*; h =^ i'"' ; 
1 600 ^ ^ * 800 * 

les parenthèses valent zt 23 environ, à la surface: au milieu, leurs 
valeurs sont 1 et 0. 

245. — Le cylindre indéfini conduit à des conclusions analogues. 
Dans le cylindre conducteur, Féiiuatiou est 

et (toujours dans Tétat actuel de notre théorie) elle se réduit à 

dans risolant. 

1*» Le courant décroît exponentiellement. 

F = Re-^ 

d'où 

àr^ r or ^ 
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dont rinU'gralc finie à Tôriginc est (L. U. Cli. V) 



L'allure générale de la fonction de Bessel Jq, est alternante, maxi- 
mum pour r = o, au centre du fil ; en prenant cette valeur centrale 
pour unité, les autres maximum de plus en plus rapprochés de la 
surface sont de plus en plus petits ; mais leur décroissance se ralentit 
de plus en plus à mesure qu'on s'éloigne de Taxe (fig. 12. p. 96). Le 
i' maximum est 0,22 ; le 16" 0,11 ; le 5o' o,o63. 

Le premier changement de signe se produit pour la valeur 2^0 ; 
le second pour 5,52, le 3* pour 8,65, le 4' pour 1 1 ,79, etc. Suivant la 
rapidité de chute de la force électromotrice, et le diamètre du fil, 
celui-ci peut donc être parcouru à ses différentes profondeurs par 
des courauts alternativement de sens contraire ; le courant superficiel 
peut d'ailleurs être de même sens que le courant total, ou de sens 
opijosé. 

k = .\ . Soit e = ^^ 

Ua seul sens de courant. 
Zone extérieure inverse de la Z4*>ne centrale. 
Zùne extérieure de môme sens que la zone centrale, avec une 
zone intermédiaire opposée. 

246. — L'intérieur du conducteur étant tout entier à distance 
finie, la répartition du courant y est déterminée indépendamment 
du champ extérieur. Celui-ci, 'dans les conditions de notre théorie) 
est donné par 

F = (ciog(^)4-D)e-^« 

avec 



Ex. : 


Cuivre 


U "" 


a^,.5o 


K< 


.'),52 


R<' 


8/Ki 



l)r.-J„(Rv/4^R0) 
et 

Même difficulté à Tinfini que pour la lame plane. 
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247. — Le cas où la force électromotrice est périodique a fait 
l'objet crétudes numériques approfondies à cause de son importance 
industrielle, et il est bien connu. Remplaçant 



l)ar 



ait . 



nous obtenons pour la solution 



R = Jo('- 



8r.'Ai 



)-x 



Les deux fonctions X, Y <le la variable 



.r...rry/^' 



ont été étudiées et calcuUfes numériquement par les soins de 




Fi^ 4-1 



TAssociation Britannique. Toutes deux croissent extrêmement vite 
en valeur absolue avec .r, aprrs avoir changé de signe une seule fois. 
La figure 4^ indique leur allure. 
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On a aloi*s pour partie réelle 

F = X cos -^ Y sin -^ 

et l'accroissement extrêmement rapide de X et Y en approchant de la 

/2k 
sorface, dès que la variable airr i/ ^ dépasse 4, montre que la ré- 

l»artition du courant est alors exclusivement superficielle. 

248. — Ces exemples suffisent à prouver combien est erroné le 
calcul des coefficients d'induction dans le cas des courants à varia ^ 
tions très rapides, si on suppose le courant inducteur uniformément 
réparti dans la section du fil. L*errcur déjà grande pour un courant 
périodique dans le temps, qui se localise à la surface du conducteur, 
est bien évidemment plus grande encore pour un courant à décrois- 
sance exponentielle, qui se stratifié en zones opposées dans la pro- 
fondeur du fil. Il est, dans ce cas, impossible de parler d'un coeffi- 
cient de self induction déterminé, ou mémo d'un coefficient limité, 
pour une décroissance exponentielle rapide du courant dans un fil 
un peu gros. 

Ce sujet mérite une étude approfondie, que nous aborderons 
lorsque nous serons en possession des équations correctes (Maxwell^ 
Hertz) du champ extérieur. 



fir 



CHAPITRE VII 

PROPAGATION AVEC CAPACITÉ ET INDUCTION 
MÉMOIRK DE KIIICHIIOFF 



249. — Les caractères de la propagation de réleclricitc dans un fil 
doué de capacité, mais sans induction, sont connus dans leurs traits 
généraux par Tétude approfondie des câbles, et par l'analogie avec 
la chaleur : toute variation se fait sentir instimtanément à toute dis- 
tance, mais infiniment peu h distance infinie ; il n'y a pas do vitesse 
de propagation indépendante de la loi de variation du potentiel ; 
mais à chaque variation périodique correspond une vitesse de pro- 
pagation particulière des nœuds et des ventres ; une vitesse du train 
d'ondes, et un amortissement ou une absori)tion déterminées. Le 
conducteur doué de capacité se comporte comme doué de disper- 
sion et de pouvoir absorbant, variables avec sa forme. 

Les caractères des variations d'intensité dans le temps, par induc- 
tion sans capacité, sont également bien connus, depuis Faraday, 
Lenz, Neumann, Thomson, llehnholz. 

Mais les caractères de la propagation dans les fils doués de capacité 
et d'induction, ont été méconnus, ou pour mieux dire inconnus, des 
physiciens, à peu près jusqu'aux découvertes retentissantes de Hertz, 
bien qu'ils eussent été établis par Kirchhoff dans un remarquable 
mémoire de 185; ;•). Dans ce mémoire, Kirchhoff montre que toute 
l)erturbation se propage le long du fil avec une vitesse finie, quoique 
très grande, égale à la vitesse « rapport dos unités électrostatique et 

(») Uber die Bewcfjiing dor EleclricLiat ia Drâhlcn. — P. A., t. loo. — Abh,' 
p. i3i* 
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électromagnétique », c'est-à-dire à la vitesse de la lumière. Comment 
un résultat si important, conséquence de lois bien établies, a-t-il pu 
rester pratiquement ignoré des physiciens, ne leur suggérant aucune 
expérience, pendant plus de trente ans 1 C'est que Kirclihoff a mal- 
heiireuseinent étudié les fils et non [Wis les câbles ; ni la notion de 
capacilé par unité de longueur, ni la notion de coefficient dMnduc- 
lion ])roprc par unité de longueur, indis[K?iisables à son raisonne- 
ment ultérieur, n'ont paru être établies, ou seulement rendues vrai- 
semblables par les considérations du début. 

250. — Kirchhoff suppose le fil fin, très long, très peu courbé, de 
manière qu'on puisse le décomiK)ser en éléments de longueur sensi- 
blement rectilignes, quoique très longs par rapport au diamètre. 
C'est le mode de décomposition usuel ((unnd on s'occupe des proprié- 
tés des fils, dont c'est, pour ainsi dire, la définition. Dans un tel 
élément, on suppose que le potentiel varie linéairement, que la den- 
sité ^superficielle est uniforme, que la force électromotrice induite est 
uniforme ; on suppose aussi dès le début que les densités internes 
jouent un rôle négligeable imr rapport aux densités superficielles. 

Soit donc un élément du fil de longueur 2X, de diamètre 2% le long 
duquel la densité électrique par unité de longueur de l'élément est e ; 
au centre de la section droite médiane de cet élément le [)otentiel dà 
à bi densité superficielle uniforme e : sra, que donne une quadrature 
facile, est exactement 

et approximativement, puisque À est supposé très grand par rapport 
à 2. 

2e log • 

Au delà de la distance >, la charge c'cls' (|ue porte rélémcnt cls du 
fil conducteur peut être regardée comme placée sur Taxe géométrique 
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(lu fil ; appelant r la distance de Télément ds' au milieu de rélcuient 
2X, le potentiel total en ce point est 



V = ae log 



aX / éds 

, J r 



en excluant de l'intégration Télément 2X. 

251. — Pour la force éleclromotrice induite, Kirchhoff adopte la 
forme élémentaire <le Weber 

•JL ,^ ., ds' ai 
— ïv» C05} e cos 6'. 

11 est la vitesse de la lumière (*). 

La force électromotrice le long d'un filet infiniment étroit pris 
dans la section droite de Télément 2X se présente sous forme d'une 
intégrale quadruple, étendue, i* h toute la longueur 2X, a* à tous les 
éléments de volume d'une section éloignée ; Kirchhoff montre ([ue, à 
cause (le Téloignement des autres parties du fil, la partie de la force 
électromotrice qui dépend de la position du filet dans la section 
droite est négligeable. C'est ce qui résulte des exemples traités aux 
Chapitres précédents par une toute autre méthode. Admettant alors 
que le courant reste uniformément distribué dans chaque section 
droite pendant tout l'état variable, on obtient pour la force électro- 
motrice au centre do la section médiane de l'élément aX, due à cet 
élément, 

^» 4- X ^31 

car on a ici 

cos 6 = cos 6' = - 
r 

(1) J'ai appelé &i, conforiuément aux nolations de tout l'ouvrage, ce que 
Weber et Kirchhoff appelaient c : v^â. De même, j'ai continué à appeler t le 
courant total ; tandis que Weber et Kirchhoff appellent at ce courant total, 
composé par moitié du courant de fluide positif dans un sens, et négatif dan^ 
l'autre. 



i 
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et 



Lo n»8ultat de la qoadmlure est rigourousenuMit 






il se réduit à 



2 iti , îX 

- 02 .;; log 



»*n négligeant ^ devant Tunité, et en outre, Tiinité devant log — • 

On obtient alors pour la force élcctromotrire au centre de Félément 
2\ due à tout le circuit immobile 

, i dir 1 «-> I . , aX / i'ds' cos 6 ces 6' 1 
(' -- Ui T/ = -iP .>-<['" '"8 T-^J ---? J 

en excluant do Tintégrale comme prccédcmment le môme élément 2X. 



252. — La loi d'Oiim nous donne alors (mi ap|)elant Z* la conduc- 
(ibililé spi''cirK|UO du fil : 

et la con8er\'ation de rélectricité donne 

Jusqu^ici les approximations ne soulèvent aucune objection; il 
faut seulement le^s compléter par une remarque au sujet de Téqua- 
lion a). Si an lieu d'adopter la loi élémentaire d'induction de Weber, 
en cos €08 0', on avait adopté la loi en cos t de Neumann, équiva- 
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lente pour un circuit fermé, mais non pour le cas actuel de courant 
variable, on aurait eu pour Télément aX 

I dv 2T: p dp 
qui donne rigoureusement 



û' or» L ;. + '«s J 

et approximativement, dans les m(>mcs conditions que plus haut 

Il suffira donc, pour passer d'une loi élémentaire à Tautre, de rem- 
placer cos 6 cos 0' par cos £, dans Fintégrale extérieure à Félé- 
ment sX. 

Remarquons enfin que déjà Tliypothèse de l'isolropic des charges 
superficielles et de runlfonnitc de distribution du courant dans la 
section exige que toutes les i)arties du circuit soient à grande dis- 
tance Tune de lautrc, et exclut de la théorie actuelle tout circuit 
enroulé en spires serrées. Excluons donc les spires, de telle sorte 
qu'aucun couple de doux points séparés par un arc fini ne se trouve à 
petite distance, cela va permettre une nouvelle simplification des 
équations 1.2. 

263. — Nous voici arrivés au point délicat ; traduisons donc (*) : 
a Soit A la position de Télément ds (2X) ; soient B, C, deux points 
pris sur le fil à distance finie de part et d'autre de A ; Fintégrale 



r- 



étendue à tout le fil, à Texception de BAC, est une grandeur 

(») Abh. - p. i4o-i4i. 



N lO 
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finie, par conséquent infiniment petite par rapport à 2e log ?- ; on 
doit donc, dans Téquation (1), étendre cette intégrale au segment 
BAC seulement, en excluant Téiément 2X. » 
Comme, dans ce segment, e tend vers e, Tintégrale a pour >'aleur 

, AB , A(] 

e log -.- -h e log . 

en négligeant seulement des quantités finies, provenant de la petite 
différence e' — e, et de la courbure du segment. 

< Le choix des longueurs AB, AC est arbitraire ; il faut seulement 
qu'elles soient finies par rapport à la longueur totale du fil : on les 
prendra toutes deux égales à la moitié de la longueur totale l du fil ; 
l'équation (1) deviendra 

V = ne lop — ^ -H 2e log -Y 

OU 

/ 



V = îie log 



s 



< Des considérations du même genre donnent à Téquation (2) une 
forme semblable 

w = i log - . ») (*) 

254. — On comprend que ces quelques mots aient soulevé des 
objections. Au fond, le segment AC doit être roctiligne comme Télé- 
ment 2/. ; la charge et le courant i doivent y être uniformes sensi- 
liiement comme dans 1 élément 2/. ; absolument rien ne permet de 
lui donner une longueur finie, comparable à la longueur totale du 
fil. si la charge et le courant y éprouvent d'un bout à l'autre dos va- 
riations relatives finies. Quand, donc, on voit étudier, quelques pages 
plus loin, la propagation dos discoîitinuités, sur une équation ainsi 

I») Les notations ne sont pas identiques à ceUes de Kirchhoff. Voir ci- 
destni. 



.-» ..-. k-w.*«i:'- 
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formée, il est impossible d'admettre que les résultats énoncés soient 
une conséquence, même grossièrement approchée, des principes 
adoptés au début du mémoire. 

266. — Passons outre, pour ne pas interrompre Fanalyse du Mé- 
moire de Kirchhoff, en nous réservant de revenir sur cette discus- 
sion. 

Les quatre équations sont ainsi réduites à la forme simple 

V = a^Y 

w = 2t'Y 



en posant 



r \ds if àt / 






L'élimination de trois des quantités, e, i, to, par exemple, se fait 
sans difficulté et donne pour V Téquation aux dérivées partielles 



ou 



avec 



1 d'V 




r 


dV 


d'Y 


tt* dt* 


■+■ 


n/ 


dl 


d? 


lit' ^ 


ih 


aV 
àt 


= Û' 


fa* ' 




^h 


r='. 







266. — Kirchhoff commence par remarquer que pour les fils mé- 
talliques des longueurs usuelles dans les laboratoires, le second 
terme est négligeable. Prenant pour exemple Tétalon de résistance 
étudié par Jacobi et par Weber, il trouve pour le coefficient -,- un 
nombre de Tordre de lo-' : ÛZ quand on mesure le temps en se- 
condes. 

Si donc on néglige tout à fait ce terme, le potentiel V se propage 
sensiblement avec la vitesse de la lumière le U long du lil, sans 
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amortissement. En particulier, une «liscontinuilï», coniîno celle qu'on 
pro<luil en introduisant ou supprimant brusquement une pile, cir- 
cule indéfiniment le long du fil avec la vitesse û (en admettant 
qu'il y ait un moyen de rendre insensible la durée d'introduction ou 
<le suppression de la pile, par comparaison avec la durée de parcours 
total du circuit avec la vitesse de la lumière). 

257. — Cette première approximation, qui nous montre qu'un 
circuit de quelques kilomètres peut être parcouru un grand nombre 
(le fois par Tonde électrique sans affaiblissement sensible, ne suffit 
pas; car plusieurs milliers de tours ne font encore que quelques 
centièmes de seconde. L'amortissement le plus minime, qui ne réagit 
pas sur la vitesse de propagation, suffit h tout éteindre en un temps 
à peine appréciable». Poussons donc l'approximation plus loin. 

Une solution simple est 

aver 
D'où 

et approximativement 

l — h± ini} 

hr 
en négligeant ^2^^ • 

La solution simple, mise sous forme réelle, est alors 
V = Ae-''^-osn(5±:On. 
(lont ramortissement est indépendant de \dL pulsation n (^;. 

258. —On peut donc ajouter des états périodiques d'amplitude et 

Cl Le rôle industriel de plus en plus important des courants alternatifs a 
conduit à des dénominations conventionnelles acceptées des électriciens. La 
itrJriode étant T, la fréquence est »,, et la pulsation est ^p . 
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de période quelconque, et prendre comme solution générale approxi^ ^ 
mative 

/, et /i étant deux fonctions arbitraires. 

Les deux ondes se propagent en sens inverse, avec la même 
vitesse D, en conservant leur forme, mais avec un amortissement 
commun à toute Fonde. 

Des équations i, 2, 3, 4 simplifiées on tire facilement pour / 
Texpression 

( ?^e-'"r/;(,-ûo-r,(*+û/)] 

I + ï^ •■* / [^' (* - "') + A (» + û<}] ds 

dont la seconde lif:ne est négligeable ù cause du facteur /r. 

259. Réflexion aux bouts du fll. — Dans un circuit non fermé, 
si l'extrémité du f\\ s = o est isolée, Tintensité y est nulle : on a 
donc 

Tintensité s'y réfléchit en changeant de signe, et le potentiel sans 
changer de signe. 

Si l'extrémité est en communication avec le sol, ou pratiquement 
avec une capacité telle que ses variations de potentiel soient négli- 
geables, on a au contraire 

A (— 120 -H /; > Û^) = 0, 

c'est le potentiel qui change de signe en se réfléchissant et Tintensité 
qui n'en change pas. 

260. Examinons, h titre dMUustration, la propagation des discon> 
tinuités. 
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1* Circuit fermé, de longueur L Etat initial, courant permanent : 

V == — E j < 5 < / 

E 

On supprime instantanément la pile. Discutant directement, sans 
pasï^r^oomme KirchhoU, par Tintermédiaire de la série de Fourier de 
période / ; nous avons d'après l'état initial 

o<s<l 

E 



d'où 



et par conséquent 

/•, is - û/) = ? (- 5 H- 0^ -+. j?? ) o<s--Qt<l 

h (* -+- ÛO = j (- « - Ci^ — gg) o < * 4- li/ < /. 

Aussitôt que la pile est supprimée, le potentiel et l'intensité devien- 
nent les mêmes aux deux bouts o, l du circuit, et Ton a, quelque 

soit/, 

/; et /i ont donc séparément la période ^ et sont complètement dé- 
terminés, puisqu'ils le sont déjà dans une période. 

261. — Dans l'état initial, chacune de ces fonctions a une discon- 

F E 

tinnité - à l'origine. Cette discontinuité - se propage symétrique- 
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mont à flroite cl à ^aiic4ic de rorij^ine, en s*nllénuant dans \o rap- 
port e"'*^ Au demi-parcours, à lepo<pic -rr, les deux discontinuités 
se rencontrent et s ajoutent un instant ; la discontinuité totale est à 

ce moment Ee ^iî 
Après un tour entier, elles se rencontrent de nouveau à l'origine, 

mais leur somme a encore diminué, elle n'est plus queEe" ^^ ; etc. 

A un moment quelconque lés discontinuités séparent le circuit en 
deux parties dans chacune desquelles le courant est constant, et le 
potentiel est linéaire en s: mais Tune des parties est en avance d'une 
demie période sur Taulre. 

Pondant la première période, par exemple, dans tout res]>ace .^, 
non atteint par la disrontinuiUS 

1 intensité est encore ^r , et le potentiel — Es, Dans Tespace symé- 
trique 

o < v < U/ ; 

qui n'a encon» été atteint que par une des ondes, on a 

^- -'[(-'-£)-(-*'"* ni) «-'■') 
'■-;"[-(— iS)-(— "'-£)•-'■] 

262. — Sans entrer dans plus de détails à ce sujet, on suit bien la 
marche du phénomène en se représentant la progression inverse et Taf - 
faissement sinudtanédesdeuxdroites horizontales, avec le sautbniscjue 
en marche crcscîdier, pour le potentiel, et la progression des droites 
de mémo pente avec le ressaut en talus de rempart pour Tintcnsité. 

II n'est pas plus difficile de suivre les modifications progressives lo 
long d'un fil télégrapliicino aux extrémités duquel se produisent des 
réflexions d'intonsité sans chaiigiMnent do signe. 

Sans insister davantage, on voit, dans les cas où nous pourrons 
justifier les simplifications aventureuses de Kirchhoff, comment 
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ImAuence d'une faible capacité du fil modifie le phénomène de Tin- 
(luction, qui cesse d'être rigoureusement simultané sur toute la lon- 
gueur du fil, mais dont les discontinuités courent avec la vi- 
tesse (le la lumière sur toute sa longueur, et s'entrecroisent s'il 
esllcrmé, en s*utténuant à chaque tour dans une proportion extrême- 
ment petite. 

Tel est le contenu, librement analysé, de ce mémoire, digne à coup 
sur d'autant d'admiration que de critiques. 



CHAPITRE Vill 

PROPAGATION AVEC LXDUGTION ET CAPACITÉ 
DISCUSSION 



263. — Certaines parties du mémoire de Kirchhoff (Haut sujettes 
h cautiou, altachons-nous y spécialement. 

Pour arriver à la forme simple d'équation aux dérivées partielles, 
(Is (n** u55) il faut que Taction Umt inductive qu'électrostatique des 
parties lointaines d'un circuit sur chaque segment de quelque 
étendue soit iiéglig<»able. C'est ce qui arrive dans un cas déjà très 
étendu, celui d'un long circuit dont le fil d'aller et le fil de retour 
marchent parallèlement ; cas très importaut i>our la pratique, car il 
correspond aux conditions d'établissement des lignes télégraphiques. 

L'àmc et l'armature dans un câble, le fil et le sol, ou mieux le fil 
et son symétrique par rapport au sol, dans une ligne télégraphique 
ordinaire, constituent ainsi un fil d'aller et un fil de retour parallèles, 
dont l'écart cl est petit, et dont les segments en regard sont par- 
courus par des courants égaux et contraires, et ont des charges élec- 
triques égales et contraires. 

264. — Alors, ({uel que soit l'état variable des deux fils, la force 
électrostati(iue en un i)oint, due à un segment des deux fils, varie, à 
grande distance r, comme d : H, et la force électrique induite 
comme d : r^ \ sur rcnsemble des deux éléments de fil parallèles, 
ces forces d'origine lointaine agissent dans le même sens absolu, et 
par conséquent en sens opposé par rapport aux courants d'aller et 
de retour; leur action est donc de l'ordre de rf* : r' et de d^ : 7*^. 
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Par conséquent, en excluant les boucles, et les enroulements, 
môme assez lâches, de manière que la lonfi;ucur d'un arc quelconque 
soit rie môme ordre que la distance r de ses exlrémités, Tintégration 
étendue à toul le circuit sauf un tronçon aX donnera des résultats 
petits de l'ordre de ci^ : à' et de d^ : X au milieu de ce tronçon. 

265. — On peut donc se borner à considérer les réactions mu- 
tuelles de ce tronçon, long par rapport à la dislance d des fils d'aller 
et de retour, et sensiblement rectiligne. 

Si la densité et Tintensité varient beaucoup d'un bout à l'autre du 
tronçon, le problème relatif à ces fils parallèles reste encore difficile. 
Mais ajoutons la condition que la densité et l'intensité sont sensible- 
ment des fonctions linéaires de l'ai-c sur toute la longueur 2X d'un 
tronçon quclconciue, beaucoup plus grande que la dislance d : le 
problème devient très simple. 

En effet, si la répartition est uniforme, il y a une capacité par 
nnité de longueur C, et un coefficient de self-induction L par unité 
de longueur ; il eu est de même si la variation est linéaire, parce 
que, les éléments symétriques jouant le même rôle dans les inté- 
grales, leur somme est la môme que pour la distribution uniforme 
éjale à celle du point central. 

266. — Gela étant, le courant est ? dans le fil d'aller, et — i dans 
le fd de retour, en face. 

L'électrostatique donne 





ai 

dS 


c dV 
Û* àt 


c étant la capacito géométrique ; 


et l'induction donne 


d'où 


dS 


:R.4-L.- 


m 


à^\ CR dV CL ô'Y 

às' "" li-' fit "^ a' M' ' 



Cette fois Téquation H, de même forme générale que celle de 
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Kiroilhoff, a des coefficients dont la signification et la grandeur n'ont 
rien d'indéterminé. 

C'est sous cette forme, mais sans s'être embarrassé un instant 
d'établir l'existence de la capacité et de la self-înduction par unité de 
longueur, que M. llcaviside a écrit h nouveau cette équation de pro- 
pagation en 1876 (' ;, et a refait une discussion analogue à celle de 
Kirchboff, qu'il cite d'ailleurs. Il s'en est occupé de nouveau, dans 
un long et important mémoire, paru en 1881 dans le journal (anglais) 
de la Société des Ingénieurs télégrapbistes (^) : et a développé les 
formules d'intégration par la série de Fourrier, comme pour le cable 
sans-induction, non seulement pour le fil indéfini, mais pour le fil 
limité, soit isolé, soit relié au sol, directement ou par l'intermédiaire 
d'appareils présentant eux-m<>mes de la résistance, de la capacité, de 
l'induction ; ce ([ui dans cbaciue cas modifie la loi des coefficients de 
la série (^). 

267. — Cette équation a été étudiée au même point de vue parles 
ingénieurs télégraphistes français (*). 

Au point de vue théorique, et sans hypothèse restrictive, au sujet 
de l'ordre de grandeur des coefficients, Téquation mise sous la 
forme 



<V'V <>V <v-V 

2 - — r-T = 



en posant 



^y «W àx* 






H /C 



a été intégrée au moyen des fonctions de Bessel par M. II. Poin- 

(») On the Extrat-ourrent. — Ph, Mag, 1876 et Eîectr, Papers, (Hacmillan) I. 
p. 53, h partir, du § 14. 

(-) Eleclr. Papers. t. I. p. iiU. On induction between paraUel wires; h 
partir du n» i3 p. i3(j. 

(3) M. Hbavikide n titdlc la plupart dcâ questions de principe, et & peu près 
loufes les applications possibles au moyen des séries de Fourier, des fonction, 
spbériques cl des louclioiis de Bessel, dans une prodigieuse série de mémoires 
à la fois condensés et touffus, qui ont beureusement été réunis en volumes 
sous le titre « Electrical Papers » (Macmillan) 1892. 

(*) Annales de télégraphie Barbaiut, 1888, — et pour l'ensemble des travaux* 
Vaschy, Traite d'électricité et de magnétisme en doux volamei». 
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caré (*), résultat que M. E. Picard a obtenu ensuite d'une ma- 
nière très directe. 

Cette forme réduite, est souvent désignée sous le non d' « équation 
des télégraphistes. i» 

268. — Contentons nous de réviser la discussion de Kirchholf , en 
éviluant d'abord correctement Tordre de grandeur des termes : dans 
la solution simple 

V=Ae-^ + *'*' 
avec 

^ L ^ -^ CL '^ = "^ 



1- ï^ -+-. /^* ÛW. 



Dans cette équation, la capacité par unité de longueur C, et la self- 
iodaclion par unité de longueur L, sont des grandeurs géométriques^ 
sans dimensions, dont le produit diffère peu de Tunité ; n est Fin- 
verse d'une longueur comparable à la longueur totale du câble, ou à 
une de ses parties aliquotes. -j^ est donc Finverse du carré d'un 
temps comparable au temps de parcours du cûble par la lumière ; 
c'est 36, i o' pour ime longueur d'onde de i oo kilomètres, 36, i o" pour 
une longueur d*onde d'un kilomètre. 

269. — Pour deux fils parallèles, L est supérieur à 4» mais 
n'atteint pas lo, ce qui supposerait la distance égale à lo^ fois le dia- 
mètre des fils. R est pour deux fils de cuivre de rayon a, a i— ^ 
en CGS, soit lo* pour des fils de o*'°',2 de diamètre, lo' pour une 

transmission de puissance de 2 centimètres de diamètre. 

R* 

2p est donc de Tordre de lo* à lo*. 

(•) Les oscillations électriques. — Leçons rédigées par M. Maurain, Carré 
et >'aud, 1894* 

ir, 
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/>onc, pour des longueurs d'onde inférieuves à quelques kilomè- 
tres^ V approximation de Kirchhoff est permise; Vende qui en ré^ 

suite s amortit tout entière au môme taux \e ^"^ /, en conservant 
sa forme; ce résultat est d'autant plus exact que fonde est plus 
courte ; il s'applique rigoureusement aux discontinuités compa- 
tibles avec les hypothèses initiales sur lesquelles Vêjualion est 
/ondée, cestàdire aux discontinuités des dérivées secondes et au- 
delà, du potentiel V. 

La vitesse de propagation commune à toutes ces ondes et aux 
discontinuités est il : y CL. 

270. — L'approximation est d'autant moins bonne ([ue les ondes 
sont plus longues et les fds plus fins ; pour une onde de loo kilo- 
mètres par exemple, et des fils de deux millUinètrcs de diamètre, peu 
éloignés, les deux termes sous le radical lo* — 36, lo^ sont tout à fait 
de môme ordre. 

A mesure que la longueur d'onde augmente, et se rapproche de 
100 à 1 000 kilomètres, surtout avec des fils résistants peu écartés, 
la vitesse de propagation diminue de plus en plus, finit par s'an- 
nuler et l'état électrique cesse de se propager pour s'amortir sur 
place. 

Pour une longueur d'onde infinie, on retrouve Tamorlissement, 
sans aucune propagation, de la théorie de Tinduction sans caiwicité. 

Sans entrei)ren(lre une étude plus approfondie de l'équation des 
téléjj;raphistcs, nous voyons clairement (luc, dans un très long fil, 
toute perturbation peut être décomposée en trois parties : 

La valeur moyenne, s'amortit sur place, sans se propager, au 

— ?? 
taux des courants satis capacité, e ^ \ les courtes inrégularités 

(7noins d'un kilomètre) se propagent sans défortnation, avec la 

vitesse il:y CL en s'amortissant deux fois inoins vite ; les irrégula- 

rilés intermédiaires s'amorlisaent de miHne, mais se propageant 

moins vite, s^cUdcni en traînées de plus en plus longues qui finissent 

par ne plus se propager du tout et se confondre avez la valeur 

moyenne. 
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271. — On peut facilement montrer, avec Hugoniot, que la dis- 

coDtiooité des dérivées secondes, le front de Tonde, comme on rappelle, 

Q 
se propage rigoureusement avec la vitesse ^1= • 

Comme — et —r- sont continus au front de Tonde on a encore en ce 

ÔS ot 

point 



^^ = —=0 

àS àt 



Prenons la dérivée par rapport à t en remarquant qu'au front de 
1 onde s est fonction de t. On aura 



àSdt 


-f- 


àS* i>t "~ 







-+- 


àSàt àt 






d'où en éliminant ^ 

o8oC 






Mais d'autre part puisque — est nul au front de Tonde, Téquation 
générale se réduit en ce point à 

Ces deux dernières équations nous donnent 



\àt) "~Cl 



Cl 

La proiiagation du front de Tonde se fait donc avec la vitesse — =: . 

VCL 
Examinons maintenant dans quelle mesure la vitesse de propaga- 
tion û : V CL diffère de la vitesse de la lumière. 

Les valeurs géométriques de C et de L ont un produit peu différent 
de Tunité. 
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Pour deux fils parallèles de rayons a^ a^ à distance rf, on sait que 
Ton a 

c — L_ 

2log~-- 

et nous avons trouvé en supposant la densité de courant uniforme 

L = 2 log h 1 

d'où 

CL == 1 -^ C. 

Pour une distance modérée des deux fils 



d = 


loa^ 


= 10a,, 


C = 


1 
9»2 




1 
V^GL~ 


0,95 


environ. 



Dans la théorie actuelle la vitesse de propagation est inférieure 
d'environ ^ à la vitesse de la lumière ; la différence serait moindre 
pour des fils plus écartés. 

272. — Dans un câble, à fil creux, de rayon intérieur a et exté- 
rieur b dont l'armature a pour rayons inlerne a' et externe 6' : on a 

et nous avons trouvé 

, a' i6»-i-a« iô'â-f-a'2' a* , a ih'^ , a' 

Le produit CL peut-être très différent de Funité. Prenons par 

exemple 

a = o 6 = 0,1 

a' = 0,5 h' = 1 

.5,22 
L = 4- 3,2-2 — 0,5 — 0,8 4- 2,46 = 4,38 
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d'où 

~ =0,86 
V/CL 

l'écart est de ^• 

7 

Dans le cas limite où les deux conducteurs seraient des tubes 
infiniment oiinces, 

- , a' 1 1 , a' I 

comme on le voit en développant les logarithmes. 

Même formule évidemment, si pour une raison quelconque les 
courants se localisaient d'eux-mêmes sur les surfaces des conducteurs 
en regard. 

Conservons les mêmes valeurs de 5 et a' : 

L = 3,22 -h 0,5 = 3,75 

écart est réduit à 4 ; mais il n'est pas annulé comme on le dit 

quelquefois. 

273. — Pour que la vitesse de propagation dans les fils métalli- 
ques contigus et dans les câbles atteigne la vitesse de la lumière, il 
ne suffit donc pas que les courants se localisent exactement à la sur- 
face des conducteurs. 
C'est une question sur laquelle il faudra revenir plus tard. 
Notons seulement que si le milieu isolant est autre que le vide, il 
faut multiplier la capacité par le pouvoir inducteur spécifique K ; la 
vitesse de propagation est alors multipliée par v/K. L'amortissement 
reste le même ; pour le changer, il faudrait que le milieu soit magné- 
tique, ce qui multiplierait L par la perméabilité magnétique \i. 

274. — Revenons maintenant au fil simple de Kirchhoff. et 
voyons sll n'est pas possible d'obtenir quelque conclusion exacte. 
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Les 4 équations sont, en supposant l'élément sensiblement recU- 
ligne aX très long par rapport à son rayon a : 

(l) V=2gl0g'^ 



r 



(a) ta 



., iX r i'ds' 

= 21 lOg — -f- I 



(t) COS 6 COS Q^ h- (l — r{) COS g) 



àS 



(3) t = A^a»(- ''V I »«/>> 



1 dW\ 



(4) k-; = 



dans (2) on a remplacé cos 6 cos 6' par ») cos 6 co5 6' + (i — r^) co5 c, 
en appelant y) un nombre quelconque, sans contrevenir en rien aux 
principes fournis par les courants fermés. 

Entre ces 4 équations, on peut facilement éliminer e, Y, ta, et Ton 
obtient 



i; =/«.. 



/bH 1 bH\ , 2X 



(t) cos 6 COS 0^- (1 — T)) cos t , , 



La seule différentiation délicate est la suivante : 



d 

àS 



D'après les conventions d'ordre de grandeur, on a 

d^ \ X / "^ d«d< d«« 

et ce terme est négligeable par rapport 4 » log ^ gjî* 



ds' 



' ^ '■'.-i:;:4_*!*^*-'«?." 



I 
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275. — Nous pouvons écrire cette équation sous la forme 



A 






I <>^l'\ T, COS COS 0' -4- ( I — Ti) COS E 



ds' 



i»< 



/\bi' COS ?>H T) COS 6 COS 6' 4- ( 1 — t/ cos el , J 
Li? T^ "~ ^* r J "^^ 



= 



1 bi 



Nous rappelant les relations établies au Chapitre X (p. 129). 
COS = — j , COS 6 = ; cos e =: > ( ^' rr )f 

nous pouvons transformer l'intégrale de la troisième ligne, au 
moyen d'intégrations par parties, et lui donner la forme 

/i i»- .-^s'x r.i'^^ 



(6) { XVôS <>«'/); LJX 



/l-X 



i^n posant 






et rappelant par les limites X, l — X, que l'intégration s'étend à toute 
la partie du circuit extérieure à l'élément aX. 

LMiypothèse déjà faite antérieurement pour l'établissement mt^me 
des équations (i),... (4)» qu<î le rayon de courbure du fil est partout 
tW'S grand par rapport à 2/, rend les termes de la première et de 
la seconde lignes (6), négligeables par rapport au terme en log ~ de 
l'équation. 
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Dans l'intégrale qui reslo, la parenthèse peut être mise sous la 
forme. 

às \r/ ^' às ds'* d«' f d5 \ d?/ ' • 

276. — Cela posé, il est évident que Tintégrale sera n^Iigeable 
pour des formes de circuit variées. Elle serait rigoureusement nulle, 
quelle que soit la distribution de Tintensité, pour tout circuit tel 
que la ilistance r de deux quelconques de ses points satisfasse à 
réquation 



(7) 



_^1_ (l ^ \ — .^* (- ^ ( ^ ^)\ = o 

às'ds \r "^ ^ àsds'J à^ \r às \ ds // 



Sans chercher à int^;rer cette équation, contentons-nous de 
l'examen d un cas particulier. 

I. — Si le fil est rigoureusement rectiligne on a 

Val. absolue {s' — s) = r 
Du côté où s' est plus grand que 5, on a donc 

àv dr d'r . 

et l'équation de condition (7) est satisfaite. 

Donc, rigoureusement pour un fil rectiligne, et approximativement 
pour un fil sinueux, s'écarlant peu, et par lentes ondulations, de la 
forme rectiligne, la troisième ligne de l'équation (5) peut-être effacée. 

II. — Si le fil forme un circuit circulau'e de très grand rayon 

on a 

s' — s = 2R6, r = aR sin 0, 

et le premier membre de l'équation (7) devient 

, . sin 6 

Pour un circuit circulaire. la troisième ligne de l'équation (5) ne 
peut pas être effacée en général, c'est-à-dire, quelle que soit la loi 



.V'_.v 
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de rintensitt^ 2*', soit avec la loi élomentairc de Wcber (r, = 1) soit 
avec celle de Neumann {n :r= o) ; il faudrait que r^ soit égal 11 — 2, 
lK»ur que celle disparition de Tintégrale soit possible. 

Au point où nous en sommes pan^enus de cette étude, nous ne 
savons rien encore de la valeur de cette conslaule ; nous verrons un 
pou plus loin, que la stabilité de Tc^iuilibre éleclrostatique exige 
ijue 7) soit plus petit que ^, ce qui n'est pas incompatible avec la 
valeur — 2. 

Quoiqu'il en soit, Tintégrale qui reste est alors 



-m"/ ''■'^'-'^='-:k^f' 



>l — X ^l — 'k 

i' sin r/0. 



îl est imi)ortant d'examiner si dans l'ensemble de la circonférence 
une compensation serait possible : 

Supposons l'intensité i* développée en série de Fourier, par rapport 
à Tangle au centre, 26, 

1/ = «*-*- 2 (^^ ^^ ^^^ "^ ^~ ^^^ ^^*^)' 

On reconnaît facilement que tous les termes subsistent ; en [mrli- 
rulicr le premier terme donne 



-^,-.2ZC08(-j^). 



n n'y a donc aucune compensation, malgré la simplicité de forme 
de la circonférence, en dehors de celle que donncmil r, = — 2. 

n n'est donc pas probable qu'il existe des circuits fermés parmi 
les intégrales de l'équation 7, sauf pour des valeurs numcri(iucs 
particulières de la constante des circuits ouverts ?). 

277. Vitesse de propagation dans les fils rectilignes. — 
Revenons maintenant à l'équation (5). 

Si le fil est peu ondulé de part et d'autre d'une droite, la 3*^ ligne 
est négligeable. 
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Si la variation d'intensité dans le temps est très rapide, '—^ est très 
grand par rapport h -^ ; par conséquent, si le fil est en môme temps 

àt 

très conducteur, la dernière ligne devient négligeable. 

Dans ces conditions, Téquation (5) est elle-même satisfaite, quelle 
que soit la détermination particulière de X lorsqu'on a 

d*i 1 àH^ 

DofiCy en résumé^ dans un fil sensiblement rectiligne [sans fil 
de retour contigu) les variations d'intensité très rapides dans le 
temps se propagent sensiblement avec la vitesse il de la lumière, 

278. — Cela résulte des lois de Tinduction et des forces électro- 
statiques, considérées comme s*exerçant instantanément à toute 
distance. 

Dans un fil circulaire d'après ces mêmes lois les variations 
rapides d'intensité ne se pi'opa géraient avec la vitesse de la lumière 

que si la constante t) des circuits ouverts, 1 d'Helmholtz 

avait la valeur — 2 que rien ne rend actuellement probable, 

(La valeur qui correspond à la formule d'Ampcre est 4- 3. 

L\Hude expérimentale de la propagation des variations d'intonsitc» 
ivH rapides en circuit fermé pennetlrait de fixer la valeur de cette 
(constante. 

Mais c'est un sujet sur lequel il est inutile de iM)U8ser plus loin 
la recherche du seul point de vue des actions instantanées à dis- 
tance. Les vues géniales do Maxwell, confirmées et dégagées de 
leur gangue jku* les mémorables ex^jériences de Hertz, nous ont 
appris que ce n'est pas seulement le long des fils oonducteui*s que la 
propagaticm se fait avec la vitesse de la lumière, mais aussi dans 
l'espace qui les séfmre. Avant de reprendre cette discussion, il faut 
apprendre comment cette i)ro[)agatlon dans le vide motlifie toutes 
nos équations. 



LIVRE IV 



CHAPITRE PREMIER 
LE CHAMP D'INDUCTION AVANT MAXWELL 



279. L'extension aux circuits ouverts des lois de Tinduction en 
circuits fermés exige que nous établissions un lieu entre les forces 
électriques dues aux charges électriques, et les forces électriques 
dues aux variations des courants. 

Ces relations ne peuvent pas être tirées rigoureusement des seules 
lois expérimentales déjà étudiées ; mais T indétermination est minime 
quand le pouvoir diélectrique K de tout Tcspace est le même, quelles 
que soient d'ailleurs les variations de la conductillté k. C'est à ce 
cas que nous nous limiterons dans ce livre IV. 

280. — Nous nous placerons d'abord au point de vue le moms 
hypothétique dans nos généralisations ; nous examinerons si les con- 
séquences en sont conformes aux expériences nouvelles qui peuvent les 
contrôler ; et nous modifierons notre mode de généralisation d après 
la nature des désaccords. Un tel examen détaillé a acquis depuis 



L 
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(luelques années une importance imprévue ; certaines généralisations 
conformes au sentiment universel des physiciens, et qui paraissaient 
avoir reçu la sanction de Texpérience semblent au moins douteuses 
à la suite des expériences variées de M. Crémieu. Il importe donc 
de savoir si réellement^ces très difficiles expériences sont en contra- 
diction avec les phénomènes certains de propagation, comme la 
forme actuelle de la théorie Tindique, et si par conséquent elles ont 
été faussées par quelque cause d'erreur capable de dissimuler Feffet 
réel ; ou si elles ne sont en opposition (lu'avec quelque hypothèse 
non essentielle de la théorie, introduite comme évidente, mais réfor- 
mable. C'est à ce point de vue, mais pour une discussion ultérieure 
et non immédiate, que nous allons procéder ici par prudentes étapes. 

281. — L'étude des courants nous a révélé que la force électrique 
définie à partir du courant, par la loi d'Ohm, est, dans les conduc- 
teurs, la somme de trois termes : une force électrique d'hétéro- 
généité E tenant à la nature matérielle du corps, une force provenant 
des charges électriques, et obéissant aux lois de Coulomb-Gavendish, 

dV <>v <>v 

> — — > "- , et une force provenant des >^riations crintcn- 

àx <>// <>- 

site des courants, et composée du terme de Neumam /-• — *--^» 

^\ et peut-ôtrc d'un terme complémentaire sans influence en 

circuit fermé. 

La ioTce Coulomb-Caveudish est définie, en milieu diélectriquement 
homogène, par l'équation de Poisson 
(i) KAV = — 4^Û»e 

et celle de Coulomb 

La relation entre la charge et les densités de courant est définie 
par les équations 
(a) Div.^,=---, 

[■. TB «>e. 
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et la loi d'Ohm définit la force électrique totale Ë par les équations 

(3) j, = k (E, - E,). 

Enfin la force électrique de Neumann est définie au moyen des 
équations 

(4) AF, ---4^yi. 

282. — La force complémentaire doit donner un total nul le long 
d'un circuit fermé quelconque, lorsque tous les courants actifs sont 
fermés. 

Supposons, ce qui semble indiqué par la nature du phénomène 
sans être nécessaire, que cette forée complémentaire soit une fonction 
linéaire des intensités, des charges, ou de leurs dérivées par rapi)ort 
à Fespace et au temps ; elle se composera donc de deux termes : le 
premier, dont l'intégrale pour un circuit fermé est nulle, quelle que 
soit la distribution des intensités ; le second dont la valeur est nulle 
en tout point quand tous les circuits actifs sont fermés. 

283. — La première de ces deux forces complémentaires dérive 
nircessairement d'une fonction de force finie et continne ainsi que 
ses dérivées premières par rapport aux coordonnées. La continuité 
des dérivées est nécessaire, parce que les circuits fermés expérimen- 
talement peuvent présenter des points anguleux quelconques sans 
que la force de Neumam cesse d'être suffisante. 

Soit 

une fonction linéaire des densités de courant au point afy'z'^ et 
^'i, ^'ai ^35 trois fonctions des coordoimées ^y'z' et de celles xyz 
du point où Ton observe la force électrique induite : c(îlle-ci a pour 
composantes les intégrales, étendues à Tespace entier, des expres- 
sions élémentaires : 

il [.4 y"'""' -^ ^'^'^ ^j'yS\ dx'dy'dz' 

>uivaut Oo; et les analogues suivant Oy, Osr. 
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284. — LN^lément de courant {f^dûc^di/)dz' produit donc sur 
un clément de circuit dx une force électrique induite 



fê-^*)-^^5 



Si Ton admet qu'il y ait réciprocité instantanée i>our cette force 
complémentaire comme on l'a admis, d'après les expériences du 
milieu du xix" siècle, pour la force de Neumann, la force induite 
dans rélément dz' \m la variation ( -^y ^y^^] ^^ ^^^s l'élément 
dx est aussi 

Or, d'après la forme générale, le coefficient n'est pas — - , mais 

ox 

Vs' 

11 faut donc que ce cocif icient soit de la forme --r-? ; la fonction 
Q ne dépendant plus de l'orientation des deux éléments, mais seu- 
lement de leur position. 

Le second terme complémentaire signalé au n^^ 281 est alors com- 
pris dans le i)remier comme nous le verrons n^* 286. 

285. — Considérée comme définissant une action directe à distance, 
cette fonction cp ne peut donc plus dépendre que de la distance r des 
deux points. Si on la considérait comme transmise, même instanta- 
nément à travers un milieu, la conclusion qu'elle ne dépend que de 
la distance ne s'imposerait pas, lorsque le milieu est hétérogène : 
pour préciser la pensée par un exemple, le potentiel électrostatique 
en un point, dû à une charge déterminée en un autre point, dépend uni- 
quement de la position des deux points, lorsque le milieu est donné, 
mais il déi>end de ce milieu, et change quand on interpose un con- 
ducteur ou un diélectrique non chargés. Pour les forces induites peu 
rapides, on sait que c'est l'hétérogénéité magnétique qui influe. Nous 
ne nous eu occupons pas dans ce livre IV. 
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286. — Nous admettrons, dans ce Chapitre, que, dans un milieu 
Jiélectriquement homogène, la fonction o ne dépend plus que de /•. 
I*os<nis donc 

les composantes de la force induite en x, v, z sont 






Cette force doit être homogène avec la force électrique de Ncumann : 
il faut donc que les dérivées secondes — -'-! soient homogènes à 
l'inverse d'une longueur et par conséquent que o soit homogène à 
une longueur. Si conformément aux vues qui nous ont guidé jusqu'à 
présent, nous admettons qu'il s'agit d'une forme universelle, indé- 
pendante de toute propriété particulière d'une substance quelconque, 
autre que Téther du vide, nous sommes conduits à la regarder 
comme fonction de purs nombres, d(^ la vitesse de la lumière (*), et 
do la distance r; msiis comme elle ne dépend pas de l'unité de temps, 
la vitesse de la lumière n'y peut i)as figurer. Nous aboutissons ainsi 
«ans ambiguilo à la forme proposée par llelmholtz 

B étant un nombre pur, que l'observation des circuits ouverts doit 
permettre de déterminer. 



F = 






Cela nous ramène à la troisième forme (5) n° i86 de la loi do la 

h Da point de vue élaslique, rétlier est enlièreiucnt caractérisé par sa 
iJt'n5ilé (dimensions ML-*) et ses vitesses de propagaliou ((limeni^iuns L-T--) 
dont aucane combinaison n*ost indépeudanto h la fois do l'uiiité de masse 
et de l'unité de temps. 
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force électrique totale ^ F* cos e H ^^ cos 6 cos 6' ds d$' 

en posant B = a — i ; car on a, d'après les équations du n* 183 

ôV cos 6 cos 0^ — co s e 



dSô5 



Ce terme complémentaire F pris sous cette forme ne contient qu'une 
intégrale de volume, sans intégrale de surface, car d'après la loi 
d'Ohm, les densités de courant, proportionnelles à là conductibilité 
A* qui est finie, ne peuvent devenir infinies dans une surface. 

287. — En intégrant par parties, nous pouvons avec Helmholtz 
mettre en évidence les variations de charge au lieu des densités 
de courant : 

F = — B / r . Div./ . dx' — B l r [/J" rfS' 
ou, d'après les équations (a) et (a/, 

La fonction F est donc la dévivée par rapport au temps du second 
potentiel des charges électriques ; elle satisfait à Téquation 

(5) AAF = — aB. 4it^- 

Sous cette forme, on voit que la fonction F elle-même est nulle 
quand les courants sont fermés partout, les charges étant aloi^ 
constantes. 

288. — Introduisons maintenant le potentiel V sous la forme par- 
ticulière de ce Chapitre n° 280 ; il vient 



F = _ A. 



b».$[/-^^'-^^'-/4s']>s']' 
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et, par application du théorème de Green, 



^ — 4rsr» ^ dt 


JT.: 


en remarquant que 






^ = 1 



l'équation aux dérivées partielles est alors : 
et 

* [ii; =-'!». 3 m:- 

La force électrique complète est 
(6; E. = - - - -- -h - - -- • 

280. — Récapitnlons les équations du champ 



(a; ftiv.i = -g 



(3 i. =*(E, -E.) 

(4) AF, = — 4'y', 

(^) AP = + ^v B - 

t®^ *•' — .^ar .>< ^ <>x .V 
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et aux surfaces de discontinuité : 

cy " [SX =-"■'•■ 

or [v];=u 

{ ["■]'=" 

m- 



(4)' 



(5). 



Si les deux milieux en contact sont homogènes, les E sont nulles, 
et U est une constante caractéristique do ces deux milieux. 

200. — Propagation des potentiels V, F,, F,, F„ dans un 
milieu homogène. -^ L'élimination de e et de y entre les équations 
1, 2, I^y donne 

K ^, AV = -+- 4^iVk Div. E, 
et au moyen de Téquation 6 

K ^, AV = - 4«i)'A- ( AV - f^ AP -. ^^ Div. F) . 

D'autre part (i), (a) et (4) donnent 

ADiv.F. = -^*^^>V 



;-'.s;- A-v^ 
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oa 

(-) Div.F.=-^-. 

puisque l'équation est valable dans tout l'espace sans discontinuité. 
Au moyen de cette équation et de Téquation (5)^, éliminant F^ et F, 
on obtient l'équation de propagation du potentiel électrostatique 

(1) K ^^ AAV = 4itÛ«A- ( AAV -f- (2B -m) ^, |^ AV) 

qui convient aussi à la fonction F. 
Les équations (3), (4) et (6) donnent en formant la ro/an'on des F, 

^"^ "^{ày àz) ^ ^ dt\dy dzj 

291. — Le potentiel vecteur Fj, Fj, F3 peut donc être divisé en 
deux parties; l'une F', F'j F'3, dont la divergence est nulle, n'inter- 
vient pas dans l'équation (7) ni par conséquent dans l'équation (1), 
et se propage d'une manière indépendante du potentiel électrosta- 
tique: sa loi de propagation est alors donnée par les équations 11, 
qui se ramènent à 



(II)' 



f Div. F = 



La seconde partie F'j, F%, F^^, pour permettre de passer de la 
forme II àll', doit dériver d'une fonction * 

P =— F* :r- - F* =:^^* 

* à.v' * ' dy ' ^ dj 
et cette fonction d'après l'équation (7) satisfait à 

ce qui Tadjoint à la fonction F, comme le montre d'ailleurs la 
forme de Téquation L 
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Ainsi la propagation sépare le potentiel induit en deux parties 
dont une accompagne le potentiel électrostatique. 

292. Isolant indéfixii. A = o. — Les équations se réduisent à 

â^^V = o 

AF, =0 

ni Tun ni l'autre des deux potentiels ne se propage ; Tun et Tautre 
se modifient simultanément dans toute retendue de Tisolant. 

203. Gonducteor parfait, indéiixii. k = « . — Les équations 
se réduisent à 

Le potentiel induit est invariable. 

Le potentiel électrostatique se propage avec la vitesse constante 

û 



v/K(i H-aB)' 

Comme on sait que Téquilibre atteint par les conducteurs est 
stable, il faut que cette vitesse de propagation soit réelle; la cons- 
tante B ne peut donc pas être inférieure à — - ; elle peut être nulle, 
comme dans la forme de F. Neumann. 

Le cas limite B = offre un intérêt particulier; dans le con- 
ducteur parfait le potentiel électrostatique se propage alors instan- 
tanément — comme la pression dans un liquide — et aucune partie 
du potentiel induit ne raccompagne ; celui-ci, au contraire, reste 
entièrement invariable. 

294. Conducteur quelconcfue indéfini. — Lorsque k n*est 
ni nul ni infini, la partie rotative du potentiel induit se diffuse 
comme la chaleur. 
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Le potentiel électrostatique et le reste du potentiel induit se 
propagent avec dispersion et absorption simultanées ; chaque 
onde périodique a son amortissement, et sa vitesse de propaga- 
tion toujours inférieure à ~,-= — == . La stabilité, même pour 
^ v/(aB -f- i) K ^ 

des perturbations de période infiniment longue, exige encore que B 
soit supérieur à . Posant en effet 

V = Ae •"*+•' 
et substituant dans I, il vient 

Ke = - 4^û'A- ( , + (aB + 1) g 5) . 
équation qui donne 



— «2 ± Va* _ a» {BTzkny — 



Sr.k (aB -h i) 

Pour un trouble périodique dans l'espace, qui ne devient infini ni 
du e^té des x positifs, ni du côté des x négatifs, c'est-à-dire pour 
lequel a est réel, la somme des racines r-r-j-w \ i est négative, et 

UV 
leur produit tf/n. \ est positif, en même temps que 2B -f- 1 est 

positif. 

Si donc les deux racines sont réeUes, il faut, pour que le mou- 
vement ne croisse pas indéfiniment dans le temps, c'est-à-dire, 
pour que l'état soit stable, que 2B + 1 soit positif. Si la vedeur de 
2* est teUe que soit complexe, la même condition est encore né- 

I cessaire et suffisante pour la stabilité. 

I Pour 6 imaginaire très petit, c'est-à-dire pour les très longues 
périodes ^ . l'équation se réduit à 

o=.-H(aB + ,)|(iy 

Q 

et donne la même vitesse de propagation -7 =• que si le mi- 

^ V^K (aB -h i) 
lien était conducteur parfait. 
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Dans le cas limite B = le polentiel induit est complètement 

séparé du potentiel électrostatique et se propage indépendamment. 
Le potentiel électrostatique se diffuse suivant une loi très simple, 
qu'on obtient en remontant aux équations primitives : les charges 
électriques s'évanouissent sur place suivant la loi 

comme en Tabsenc^ de tout phénomène d'induction. 

205. Milieux limités. Surfaces. — Aux surfaces de séparation, 
les conditions de continuité pour le potentiel électrostatique sont 
distinctes de celles du potentiel induit. L'association intérieure d'une 
partie du potentiel induit avec le potentiel électrostatique se rompt 
donc aux surfaces limites des conducteurs et des isolants, et comme 
conséquence les phénomènes de propagation avec une vitesse finie 
quoique très grande, sont transmis à tout le potentiel induit par les 

conditions à la surface, sauf dans le cas particulier B = qui rend 

l'indépendance complète. 

Cette vitesse de propagation, conséquence des conditions k la 
surface, dopi^nd nécessairement de la valeur de B, et soit dans le 
[iroblènic des cAblos, soit dans celui des fils en large boucle de 
Kirchhoff, il faut tenir compte de cette force électrique complémen- 
Uïire d'ilelmholtz. 



CHAPITRE II 

LE CHAMP DÉ FORCE ÉLECTRIQUE 
MAXWELL. — HERTZ 



206- — Les potentiels ne sont qu'un intermédiaire pour la déter- 
Biioation de la force électrique et U y a intérêt à écrire les équations 
WDs une forme qui en soit indépendante. Les équations (4), (5)^, (6) 
permettent d'éliminer F,, F,, F, et F ; on a alors 

(i) KAV = - 4«û*c 

(3) i. = A:(E,-E,) 

avec les équations superficielles 



h:- 

«)■• [■=-£]:=«. b-^r- [^-a'=° 

La comparaison des équations (7)' avec Téquation (1)' et avec 



(3)' 
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réquation (3)', montre qu'on peut écrire, dans le cas spécial auquel 
nous nous sommes limités — K uniforme — , 



K [e„J^ = -h 4^ÛV, 



et 

(3), M>-ïï 

en désignant par or un arc tangent à la surface de contact. 

297. — Les équations superficielles électrostatiques convienneal 
donc aussi bien (K uniforme) à la force électrique totale qu*à la force 
électrostatique seule. Mais il n'en est pas de môme en général pour 
réquation interne; les équations (i), (5)a, (6) et (7) donnent 

[i] K Div. E = H- 4^*^ -H ^ (1 -h 2B) ^^y- 

La relation entre le flux de force électrique totale et la densité de 
rëlectricité est moins simple que pour le flux électrostatique seul. 
Pour éliminer complètement V, il faut prendre le A de TéquatioD 
précédente, et écrire 

(iX KA. Div. E = 4- (a*A^ - K 1 -^ 2B) ~^^\ 

ou sous forme intégrale 

^* fed-z 



K Div. E = 4rii*tf 4- K (n- aB) ^ 



298. — De la formt^ compliquée de cette équation ne résulte au- 
cune absurdité, ni aucune contradiction logique. Mais le goût de la 
simplicité qui a souvent guidé utilement dans les cas où Texpé- 
rience manquait encore, serait plus satisfait, si, à Fétat variable, on 
n'était pas conduit à distinguer dans les diélectriques la force élec- 
trostatique de la force électrique totale, puisque dans les conduc- 
teurs cette disliuctiou est inutile. C'est ce qui arrive dans le cas 



... ...1 
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limite où B est égal à — -, et ce qui donne une importance par- 
ticulière à ce cas. On peut supposer que dans ce cas, la force pon- 
déromotrice sur un corps chargé d'électricité sera encore égale au 

produit de la charge par la force électrique totale E, et non pas par 

dV 
la force électrostatique seule , la([uelle peut avoir une tout 

autre direction. C'est ce que pressque tous les physiciens admet- 
taient sans hésitation jusqu'aux récentes expériences de M. Cremieu, 
qui a vainement tenté de mettre en évidence la partie induite 
de cette force pondéromotrice. 
I Sans entreprendre ici la discussion théorique de ces importantes 
I expériences, concluons en seulement qu'il n'est plus permis d'invoquer 
eomme une sorte de principe intuitif cette « unité de la force élec- 
trique ». 

299. — L'équation (i)c donne la divergence de la force électrique 
enfonction des densités de charge. Des équations (4)& on tire faci- 
lement la rotation de la force électrique 

On peut donc éliminer le potentiel électrostatique, et les densités 
de courant en adoptant le groupe d'équations 



('). 


KA Div. E = 4^5 (u'Ae - K (i + sB) ~\ 


(') 


Div.A(E.-B,; = -g 


(4). 


. /dE, dE,\ - d , /dE. dE,\ 


avec 




(•)'. 


K [E„]' = 4«a»e. 


(»)'c 


[kiE.-E„)]:=-^-i 


3)'. 


H! = -S- 
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300. — Par la manière dont elles ont été obtenues, ces équa^^ 
tions sont certainement conformes à la réalité, lorsque les variatiocri^ 
ne sont pas très rapides, et les systèmes réagissants pas très étendc= 
dans Tespace. C'est en effet dans ces conditions qu ont été exécuté^^ 
les expériences fondamentales que nous avons invoquées, et de tr^^ 
nombreuses expériences de contrôle. Mais le résultat théorique 6t^^ 
tenu pour les câbles, et sous certaines réserves pour les fils nus^ 
ainsi que dans les conducteurs étendus, montre qu'une vitesse dE ^ 
propagation de Tordre de la vitesse de la lumière joue certainemeiiv i 
un rôle important dans les actions électriques. Des expériences nou- 
velles sont donc nécessaires pour décider si Thypothèse mathéma- 
tique, de Faction instantanée à toute distance, employée dans 
l'interprétation des expériences tant d'induction que d'influence élec- 
trostatique, est rigoureuse ou seulement approchée. 

(]es expériences ont été exécutées par Hertz en 1888, et elles ont 
fourni le résultat escompté par Maxwell vingt trois ans auparavant, 
avec une géniale audace. Ayant exclu systématiquement de ce livre 
tout« conception sur la constitution des diélectriques, nous ne pou- 
vons rappeler Torigine des vues, d'ailleurs très connues, de 
Maxwell; mais nous pouvons indiquer conmient la doctrine de 
l'unité de la force électrique conduit à altérer les équations dans un 
sens qui change complètement les conséquences relatives aux phé- 
nomènes très rapides, sans changer sensiblement les phénomènes 
lents. 

Si on prend B = — , on a 

AV = — Div. E. 

Dans l'équation (4)6, cela donne rigoureusement : 

(4). AE.=èDiv.E.-^^g + 4ic^. 

301. Unité de la force électrique. Modification de l'équa- 
tion (4). -— Du point de vue de l'unité de la force électrique, envi- 
sagé algébriquement, il y a lieu de s'étonner qu'il reste dans cette 



f 
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équation un terme dépendant de la force électrostatique seule, au 
lien de dépendre de la force électrique totale ; Féquation véritable 
ne serait-elle pas 



1). AE. = ^^Div.E.-.J/^,^-^4.^ 






Nous obtenons ainsi le nouveau système analytiquemcnt cohérent 
(i), K Div. E = iTzil^e 



(2)e Div. k (Ej - El) = - 






(4), AE. = ± (Div. E) + l ^^.i + 4- i A (E. - E.) 

avec les équations superficielles (1)'^ (i)'« (Sy^. 

Ces équations, relatives uniquement aux milieux diélectriquement 
et magnétiquement homogènes sont équivalentes à celles par lesquelles 
Hertz a traduit dans ce cas la doctrine de Maxwell. Le point de vue 
qui nous y a conduits ne serait applicable à des diélectriques variés 
que moyennant commentaire. 

302. — Si dans la force électrique E| nous voulons toujours dis- 
tinguer une partie électrostatique et une partie induite, nous pouvons 
écrire Téquation (4)e sous la forme 

K 11? ^V\ d /, . K dE.\ 

A (El -H - ) = --: (4^Ji 4- -é — ;^ ). 

La force induite» dans cette théorie, peut être assimilée à une 

K lE 

force induite de Neumann, due à une densité de courant J^ -h --2 v/ » 

li a» 

ji est le courant de conduction, obéissant à la loi d'Ohm ; Maxwell 
a donné au second terme le nom, généralement adopté depuis, de 
courant de déplacement, qui rappelle peut être trop l'hypothèse de 
Mossotti sur la constitution des diélectriques; nous rappellerons 
plutôt courant diélectrique. 
Donnant alors à l'ensemble le nom de courant total, nous pouvons 
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déduire des équations ( i ) (2) que ce courant total est toujours fermé 
car elles donnent 



Au point de vue des forces induites, la forme (4)< de Téquatioii 
qui les régit, équivaut donc à l'hypothèse suivante : le courant dié- 
lectrique j-^, --7* , produit les mêmes actions inductrices (et pondé- 
romotrices) qu'un courant de conduction j^ de même valeur électros- 
tatique. 

Le courant diélectrique subsiste seul dans les isolants ; dans les 
conducteurs, il s'ajoute au courant de conduction pendant Tétai 
variable mais il est généralement négligeable à moins que les varia- 
tions dans le temps ne soient extrêmement rapides. 

Remarquons encore qu'on peut regarder ce courant, dans les 
conducteurs, comme correspondant au pramier terme en -7 > -70' *"> 
dont nous avons indiqué précédemment l'existence comme possible 
(n° 186), mais non révélée par les expériences entre deux états per- 
manents. 

303. — Des équations ainsi modifiées, Maxwell avait tiré toute la 
théorie électromagnétique de la lumière^ qui exerça sur Tesprit des 
physiciens une sorte de séduction mystérieuse, sans réussir à forcer 
l'adhésion, jusqu'au jour où Hertz réussit à montrer que les consé- 
quences de l'équation (4)«, contraires à l'équation (4)6i sontconformes 
à l'expérience. 

C'est le mémoire de décembre 1888 (*), qui, à ce point de vue, est 
décisif. Un excitateur électrique émet des forces transverses qui se 
propagent dans le vide avec une vitesse finie comparable (et même 
égale) à celle de la lumière 12. — 

Tel est le résultat très net de ce mémoire célèbre et universellement 
connu. 

(>) Sitz. BerUAk'Wiss, 1888 — et Wied. Ann. XXXVI. p. 769. 
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Ed conséquence, Téquation des forces électriques transverses doit 
être dans le vide 

\ ày 02) 12' M* \ fil/ dz / 
et non pas 

"^{ày dz J 

Sans entrer plus avant dans la discussion de ces équations, et 
sans examiner, pour cette fois, si ce sont les seules qui coordonnent 
tous les faits certains, nous les adopterons désormais et nous en 
examinerons quelques conséquences particulières. 

304. — Pour la commodité du langage, nous introduisons main- 
tenant la notion de force magnétique bien que dans tout Texposé qui 
précède elle n'ait joué aucun rôle. Nous appellerons force magné- 
tique une quantité dont la dérivée par rapport au temps est égale à 
la rotation de la force électrique : c'est-à-dire à la force électrique 
par nnité de surface dans un petit circuit perpendiculaire à cette va- 
riation de la force magnétique. Cette définition donne Téquation type 

M ày dz 

f[n'on obtient facilement par un petit circuit dy dz. Nous appelerons 
souvent ce groupe d'équations, équations de Faraday, parce qu'elles 
définissent la force électromotrice induite par la variation du flux de 
force magnétique conformément aux vues de Faraday, élucidées par 
Maxwell. 

Avec cette définition, l'équation (4)c intégrée par rapport au temps 
devient 

C'est l'équation qui correspond à la définition de la force magné- 
tique comme force pondéromotrice ; pour les courants constants, 1c 
premier terme disparait, et l'équation simplifiée par cette circons- 
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tance est alors exactement ïéquation d*Ampèi'e. Nous continue- 
rons à donner le nom d'Ampère h la forme modifiée par Hertz confor- 
mément aux vues de Maxwell. 

La forme d'équation (4)6. antérieure h Maxwell ne permettait pas 
rintégitition par rapport au temps, et laiss ait subsister la forme bien 
plus complexe 

+ ,B -^ :i *-!J + 4- ?<'-?- (AV + Div. E) = i»/- ^-^> + ^=) 

également réductible à la pure forme d'Ampère pour les courants 
constants, et tirée plus directement que celle do Hertz-Maxwell des 
simples faits d'induction lente. 

305. — Les énoncés généraux dont les équations précédentes 
sont la traduction pour des circuits particuliers fournissent de la ma- 
nière la plus simple les équations du champ électromagnétique dans 
un système quelconque de coordonnées. 

Équations de Faraday, (Milieu non magnétique). — La dérivée 
du flux de force magnétique par rapport au temps à travers un élé- 
ment de surface est égale au travail de la force électrique, sur Tuuité 
de charge, le long du contour parcouru dans le sens des aiguilles 
d'une montre. 

Équations d'A^npère — Le flux de courant de conduction et de 

[K ôFl 
\r.k (E — E) -h --J ~A^ tra- 
vers un élément de surface est égal au travail de la force magné- 
tique, sur Tunité de masse magnétique, le long du contour par- 
couru en sens inverse des aiguilles d'une montre. 

La continuité des dérivées de la force électrique a pour consé- 
quence la continuité complète de la force magnétique. 

306. Propagation. — Les équations de Maxwell-Hertz pour un 
milieu homogène (n<* 301) 

^T.çi^k Div. El = - K ^, Div. E^ 

àt 

.t;, K <> El ., I dE| d fx\' T* ' 
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donnent pour des variations proportionnelles à e^ , 
[iTtQ^k -+- Ke] Div. E, = 
AE, = [|, e» -h 4^Â-o] E, + t. (Div. E,). 
Deax cas peuvent se présenter : 

iK6 -+- 4itû«A = 
AE. = ^ (Div. E.). 

La distribution des charges internes et superficielles du conduc- 
teur disparait sur place suivant la loi exponentielle propre au con- 
ducteur (n^ 68) d'où Ton tire 

c = £ e ^ ^# = e« e S 

puis 

ce qui donne la distribution des densités de courant intérieures, lors- 
qu'on y joint la condition 

Div.y, = — eee^* 
et la distribution des densités de courant superficielles 

Dans Tespaoe isolant qui entoure le conducteur, les forces élec- 
triques qui résultent de la charge variable du conducteur, satisfont 
aux équations 

Div. El = 

AE, =: ^, e^E. 

et, puisque est déterminé, ces forces sont des intégrales de celles 
que donnent tous les éléments de courants complets, à loi de varia- 
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tien comme en t^ dont nous avons donné la loi élémentaire ; La force 
éiectriqne est tangente à la surface du conducteur. 

307. — a<* Si 6 a une valeur différente de celle qui caractérise le 
conducteur, les équations donnent 

Div. El = o 

dans le conducteur ; dans Tisolant, les mêmes équations où Ton a fait 
k nul ; à la surface de séparation , les composantes tangenlielles de 
E continues, et pour les composantes normales 

eondaetaur. 



(E„)i.ou„i = (n-^^)(E,) 



Ces trois équations de continuité à travers la surface font de 
Tensemble du conducteur et de Tisolant un système complexe, et 
ne peuvent être satisfaites à la fois en Tabsen ce de sources extérieures 
que par un choix convenable de la valeur de 6 ; le système a des 
périodes de vibration déterminées, et distinctes. 

308. — Dans les conducteurs métalliques, le temps -j — ^T. ^^ 
prodigieusement petit, de l'ordre de lo^* ' à lo— *• secondes (n® 68) ; 
pendant ce temps la luinière parcourt 3,io "' h 3,io— • centimètres 
,3fifji à o,o3(JiîJi). Or, les longueurs d'onde des vibrations les plus 
lentes sont de Tordre des dimensions du corps vibrant ; les temps 
caractéristiques, g , correspondent donc pour des corps de dimensions 
tangibles à des longueurs de quelques dixièmes de millimètres au 
moins. En un mot, le facteur --^q~ ®®' ^^ moins égal à lo*, pour 
les plus petits conducteurs et beaucoup plus grand encore pour les 
conducteurs ordinaires de nos laboratoires. Donc E„ dans Tisolant 
est incomparablement plus grand que dans le conducteur. 

Cela posé, si, dans le conducteur, les trois composantes de la force 
électrique sont de même ordre au voisinage de la surface, la compo- 
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sanlc normale dans Tisolant est incomi>arablenient plus graiulc que 
le< eom[K)santcs tangenticllos, et Ton peut dire que clans Tisolant la 
force électrique est alors normale à la surface. C'est rop[)Osé du cas 
précédent. 

309. Force électrique à la surlace. — f.orsqu'iin conducteur 
••51 eu équilibre électrostatique, les forces éleclriques dans Tisolant 
aboutissent normalement à la surface du conducteur; dans le con- 
ducteur la force électrique est partout nulle. A la surface, les compo- 
santes tangentielles sont donc nulles tant dans Tisolant que dans 
le conducteur. En partant d'un tel état d'équilibre initial, on peut 
admettre que les composantes tangentielles resteront nulles pen- 
dant tout Cétat variable provoqué par la rupture d'équilibre, 
sauf peut-être en des points particuliers. Laissant provisoirement 
de côté cette réserve, quitte à la discuter plus tard, nous ad- 
mettrons cette condition dans les Chapitres suivants, conformément 
aux indications de Maxwell, généralement acceptées. 

310- — Lorsqu'un conducteur est parcouru par un courant 
constant, la lon^e électrique dans le conducteur est tangente à la 
surface; dans Tisolant la composante tangente est la même que dans 
le conducteur ; la composante normale dépend de la charge super- 
ficielle. On a donc dans Tisolant 

En __ ^ii^k e„ _ e, 

e;- K j-Ji 

le long d'un câble télégraphique par exemple, la densité superficielle 
e, est incomparablement plus grande que celle qui est transportée par 
la densité de courant ; pendant le temps si court t = >- 77-» i et il en 
est encore de même à la surface d un fil. Lors donc que l'état initial 
est un état 'de courant permanent^ il arrive encore généralement 
que, dans Pisolant, la force électrique fiormale est considérable 
par rapport à la force électrique tangenle. 
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CHAPITRE III 

CHAMP D'UN ÉLÉMENT DE COURANT 



311. — Nous nous occuperons dans ce Chapitre du chaini) de 
force électrique produit par un élément de courant, d'après la 
théorie de Maxwell-llertz. et nous le comparerons à celui que donnent 
les lln'ories anciennes. 

Supposons l'élément de courant, dirigé suivant Taxe des z, placé 
à l'origine des coordonnées, dans un milieu isolant indéfini de pou- 
voir diélectrique K. Les équations (n" 300) 

(i), KDiv. Er=4rU^e 

Wc Div./.(E. -B,) = -^J 

(4). AP, ^ l- Div. E, 4- £ i^i ^ 4- l, A- (E. - E,^ 

donnent alors 

et, par conséquent, pour le champ dû ù l'élément de courant seul, 
superposé au champ électrostatique ordinaire des charges invariables 
distribuées dans l'isolant, 
(i) Div. E = o. 



^'' — i? ù<« 



«' ^^-l"^ 



AE =-K^i5â 



sauf à l'origine des coordonnées, où existe un élément de courant 
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d'intensité I et de longueur 2/ suivant Taxe des z, A cet élémenl de 
courant, isolé dans Tesiuice, est associé un doublet électrique de 
moment variable 8, résultant du transport d'électricité par le courant 

(5) ^ = ,n. 

312. — La force électrique due à un tel élément est, par raison 
de symétrie, dans un plan méridien, et indépendante de Tazimuth. 
Prenons pour variables indépendantes z et la distance à Torigine r ; 
soit E la composante équatoriale de la force électrique, on a 



F — "^ 


3^ 




E,:= 


y 


= E, 

s 




d'où Ton tire 














i>E, 
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E 








^ît ' 


'"*V.~ 


^1 




On peut donc écrire, 


en Xy 


y,'. 










: K.= 


dcàz 


1 


E.= 








en représentant par — 


une fonction convenable de r 


et de 


3, 


Les expressions de E 


M» Ej 


portées dans 


réquation (i) 


donnent 


alors 














d 






l-t 


= 







et permettent de poser 

sans ajouter de fonction arbitraire de a?, y, t indépendante de j, parce 
que le champ dû à Télément de courant central, ne comporte évi- 
demment pas de force axiale indépendante de z. 
En appelant U la fonction de r et de xr qui satisfait h Péquation 

9) ^*-û^^*=U, 
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les équations (4) donnent alors 

i>nj ^^{J d*U . cVU 

10, ^ - - z= =0 -~ ~\- -- = O. 

313. — La fonction U, que ces trois équations déterminent, est 

(il) \]=nz, -+- ? (0 log {x' 4- y«) -i- ^ (0, 

lorqu'on tient compte de la symétrie. ^ o, ^ désignent des fonctions 
arbitraires, dont on ne change pas le caractère en les écrivant sous 
la forme 

"l- = - li"' dt* ^> ^') 
ce qui donne à U la forme 

U = (a - ?i ^^^') {r, (-. + ?. (0 log (X' -t- y») + ^, (<)) 
et conduit h poser 

(12) <ï> = - II 4- /; (^, / -*- o, (0 log (.^•« -+- /) + 6, /). 
avec 

Or, quand nous remonterons de * à Ej, E^, E3, qui seules nous 
intéressent, par les formules (7) et (8), tous ces termes complémen- 
taires disparaîtront et il restera seulement 



If « l'' 


cVll 




f i>^n i>2ii 


II) Kl 


dX i)Z ' 


^'="ô:v^-^sp 



Considérant H comme fonction de ;r et de p = ^^^i _^ ,.2,on peut 
écrire ces dernières formules sous la forme 






•^ p03dj' J pdpV dp/ 



CHAPITRB III. -^ CHAMP D*UN ÉLÉIIBNT DE COURANT 277 

OU encore 
' pp àzydp/* * pàzvdpj' ^ pdpVdpJ 

Sous cette forme, on voit que la force électrique est tangente, dans 
le plan méridien, à la courbe dont l'équation est 

(lU) P ^ ^ constante. 



Posons avec Hertz 






Les méridiennes Q = cte., sont des lignes de force, et le flux de 
force électrique à travers un parallèle de rayon o 



/ 



2r.pE^dp 



est d'après la valeur de E3 égal à 27r (Q — Q^,) en appelant Q^ la 
valeur de Q sur l'axe, au niveau du parallèle étudié. 

314. — Il suffit donc de considérer Téquation (I), bien connue en 
acoustique. 

Une intégrale, fonction de r et de / seulement, finie dans tout 
l'espace, sauf à Torigine, est 



(.3, 


y ^, 


en posant 





On obtient évidemment les intégrales fonction de r et de -2-, ainsi 
que de t, en dérivant un nombre quelconque de fois par rapport à z 



278 PROPAGATION DB L'ÉUECTRICITé 

et h i une lonction formée comme li^, avec d'autres fonctions arbi- 
traires ^, Ç, des mêmes variables. 

fin n - ^"-^^ \ ^n.AO!t-r) . ( U;>a^/-f-^) 1 

(14) "n.p - ^^„^^, y - h J 

L'addition d'un nombre quelconque de termes de ce genre permet 
évidemment de représenter une source de révolution, placée à Tori- 
gine, d'un degré de complexité quelconque. 

315. — Toutes les fonctions ^ correspondent à une propagation 
de la source vers Tespaco infini, à une émission par conséciuent; les 
fonctions cj, au contraire correspondent à une propagation vers la 
source, avec absorption à l'origine des coordonnées, et émission, 
datant d'ailleurs d'une époque infiniment reculée, par une surface 
sphérique source, de rayon infiniment grand. 

Séparant les deux problèmes de l'émission et de l'absorption, nous 
ne nous occuperons que de l'émission à l'origine, et nous ne conser- 
verons que les foncticms î?. 

316. — Tenant compte dons les équations II de l'équation I, on 
peut les écrire 

W 1^1 - - -^;,: ^ ^-1 - — ^-^^^ . ^3 - — ^-2 ^- — STT • 



I^a force induite se compose donc d'une force électrique axiale, 

1 dH\ 



parallèle à Télément de courant source, égale à -Vj~, et d'une 



force dérivée de la fonction «le force • 

Si l'on prend pour II, la fonction (i3) émissive, on a, en indiquant 
par un accent la dérivée de J par rapport à toute la variable \ït — r. 



(IV) 
avec 



1^2 M^ "" V 



i>II _ _Z jil (f^\ 

àz '" r \r' '^ r) 



•v^.i.-* 1-- 
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et 



bxbz r r 



^ j àijbz r r \ H r=* r J 









^ 



317. — Or, à distance suffisamment i)etile de Torigine, les termes 
en -^ deviennent prédominants, et les trois composantes de la force 
se réduisent sensiblement à 



ou 



da?d*: \r/ dyd:r \r/' 02:* \r/ 



diji 

D'ailleurs à distance suffisamment petite de J (i>'^ — r) ne différera 
pas d'une manière appréciable de (f (iït). 

Ces expressions de la force électrique près de Torigine sont donc 
les naêmes que celles de la force électrostatique due à un doublet de 
moment H- J (iït) = u'* 8 (a't) dirigé suivant Taxe des z du côté 
positif. 

Les expressions complètes IV, V, sont donc bien celles qui cor- 
resi)ondent à un doublet de moment variable 

suivant Ojt, à l'origine, et à l'élément de courant 

2/1 = 4- ^^ = 12' 8' i^'t) 

entre les deux pôles du doublet. 

Nous pouvons considérer le terme IV), comme la force induite de 
Xeumann, se propageant avec la vitesse u', au lieu d'agir instanta- 
nément à toute distance ; et les termes (V) comme la force électros- 
tatique également douce de propagation avec la même vitesse, au 
lieu d*être instantanée. 
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318. — La force totale peut être décomposée en deux, de diverse^ 
manières. Considérons-la comme formée d'une force radiale ^•^ 
d'une force parallèle au doublet. Dans ce cas la force radiale es? * 



r \ r^ r* r J 



[y^^r et la force parallèle au doublet est 



o^ 



„ /(F (f\ ^\ 



Fi(j.42 

La force parallèle au doublet est la môme 

sur toute l'étendue de la sphère r, car elle ne dépend que de r et 

de /. La force radiale, proportionnelle à " , est nulle à Téquatcur, 

maximum aux ixMes, et varie dans l'intervalle comme le sinus de 

la latitude X. Aux deux pôles la force totale est la même 

Ï9'\ 






319. — On peut aussi faire la décomposition en une force longi- 
tudinale, et une force transversale c'est-à-dire une force suivant le 
rayon et l'autre normale au rayon; ces 
forces sont 






Ei' 



\^'-2 



Firr.4-3 



celle-ci comptée positivement dans le sens des latitudes positives a. 
Sous cette forme, on voit que, h grande distance, il ne reste que 
la force transverse 

V r* r 

nulle aux pôles, maximum à Téquateur, et dans l'intervalle, proi>or- 
tionnelle au cosinus de la latitude. 



■./. ?v.:^":.i 
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A petite dislance, au contraire, cette partie de la force transverse 
devient négligeable, et il ne reste qu'une force oblique 



(^-5)^'-=S 



faisant avec le rayon, vers les latitudes décroissantes, un angle eu 

donné par 

*8 ^ = - ï V ^' - 1 = - i cotg X. 
A distance quelconque, le flux de force électrique Q (n** 313) est 

^ ^ dp r r àr r 

r- r 

320. EXément de courant ancien — Comparons maintenant 
ces distributions à celles que donneraient les théories antérieures h 
Maxwell. 

L'élément de courant complet est toujours le doublet variable. Le 
champ qu'il produit résulte de la force électrostatique instantanée 

dxdz\r/' ' di/àz\r/* ' àz'^xr) 

et de la force induite instantanée 

h^ h^ i>=^ ;T' 

dxdz ^ ^' dtjds ^ ^' d-^ ^ ^ r ' 

d'après les expressions (6), et (5) avec 

La première, et la principale différence avec le champ de Maxwell, 
c'est que ^, ou ^ (a'i) désigne maintenant la valeur actuelle du 
moment du doublet; tandis que J (n't — r) désignait tout à l'heure 

la valeur antérieure^ datant de l'époque i — -. Cette absence de 
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propagation dans les diélectriques est le caractère principal des 
anciennes théories. 
Développons ces expressions, elles donnent 

E.=?f(3iUB^) 
La composante radiale et la composante axiale sont 

^=^(^5-B?). 

E. = -(| + {'+B)?). 

La première proportionnelle au sinus de la latitude, la seconde 
constante sur une sphère de rayon r. 
La composante longitudinale et la composante transversc, sont 

"•-. = - s/; -|(?*(-b;?). 

321. — Un second caractère différencie donc les anciennes théories 
(le celle de Maxwell ; dans ces anciennes théo- 
ries, quel que soit B, la force électrique ne de- 
vient pas transversale à grande distance ; elle 
lait avec le rayon, du côté des latitudes X dé- 
croissantes, un angle or donné par 




tg^ 



(i-f-B)y/j;-i=-(i.4-B)cotg/.. 



Cet angle a décroit de -à o, en allant de Téqua- 

Fig 44 ^^^ ^'^^^ ^® P^^® » *^ ®®* ^® ®^S^*® contraire à - — >., 

puisque 1 4- B est toujours positif pour la stabilité. Lorsque B est 
positif, cette force dirigée du côté dea latitudes décroissantes, pour 
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;*' >■ o, est en intime temps divergente de Taxe dans rhémisphère 
[M^sitif, et convergente dans Hiouiisphère négatif. 
C\\st le contraire pour B nég^dif. 

Pour l\ = o, il ne reste au loin que la force de Neumann. partout 
l)arallMe à rélément et indépendante de la latitude. 

Indépendamment de Tinfluence du temps, le champ de force élec- 
trique d'un élément de courant est donc très différent dans les 
tliéones anciennes, de Neumann et de llelmholtz, de celui auquel 
conduit la théorie de Maxwell-Hertz. 

322. — L'expérience a décidé d'une manière incontestable : La 
force électrique se propage dans Tiiir avec la vitesse de la lumière; 
c'est ce que montrèrent pour la première fois d'une manière certaine 
l<îs expériences de Hertz sur la réflexion, i)ar une paroi métallique, 
des ondes électromagnétiques pro[)agées dans Fuir, et sur les inter- 
férences qui en résultent ('). Quant au caractère purement trans- 
versal de la force électrique lointiiim», les premières recherches de 
llertz ne lui étaient pas favorables; avant toute théorie (1888) il 
avait trouvé la force parallèle au doublet à grande distance. Dans 
son mémoire théorique (1881)), il discute le résultat expérimental, 
siipiMJse (jue le parallélisme de l'excitateur et des parois a pu inter- 
venir. V J'ai donc répété les expériences en changeant de différentes 
': manières la position de l'oscilhitcur, dil-il, et j'ai trouvé dans cer- 
« laines positions les résultats d'ac<*ord avec la théorie. Néanmoins, 
^ les résultats n'étaient pas sans ambiguité, car à grande distance et 
< là 011 la force est faible, les perturbations dues à tout ce qui en- 
• tourait l'espace disponible étaient si grandes que je n'ai pu arriver 
H à une détermination digne de foi ». 

L'emploi des miroirs paraboliqu<*s dans les expériences ultérieures 
(II? radiation ne permettait plus de faire l'expérience. 

Quoi qu'il en soit, la force électrique dans le voisinage du plan 
équatorial est, dans ces anciennes théories 

t) Wied.y Ann., XXXIV, p. Oio, i88«, et Ath., VIIl. 
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elle contient un terme en raison inverse de la distance, qui ne diffère 
de celui de la théorie de Hertz que par le coefficient inconnu B et 
par Tabsence de retard, la propagation étant instantanée. 

323. Télégraphie Hertzionne. — Ces différences n'ont au- 
cune importance dans l'application de ces phénomènes à la télé- 
graphie sans fils, dite Hertzienne, La production des vibrations 
dans Texcitateur relève des anciennes théories, qui en ont donné 
Texplication depuis près d'un demi-siècle; la symétrie indiquait 
suffisamment la nécessité de mettre le demi-excitateur, ou antenne 
d'émission, vertical; et dans le voisinage de la terre, c'est-à-dire 
du plan équatorial de l'excitateur, toutes les théories indiquent 
que la force électrique d'induction est verticale, et en raison in- 
verse de la distance. Ainsi, pour aucun de ces éléments essen- 
tiels, la télégraphie sans fils n'est sous la dépendance directe de 
la théorie de Maxwell-llertz. Il n'en est pas moins juste, histori- 
quement, de rattacher cette application aux travaux de Hertz, car 
avant l'ensemble de ses travaux, et malgré le beau mémoire de von 
Bezold, les physiciens ne savaient pas manier le choc en retour, 
n'en soupçonnaient pas la prodigieuse soudaineté, et ne songeaient 
pas à s'en servir pour provoquer des oscillations énergiques. 

324. Réalisation des doublets. — Nous pouvons mamtenant 
nous demander au moyen de quels conducteurs de dimensions 
finies ces doublets seraient réalisables ; et si un doublet quelconque 
est réaHsable au moyen d'un conducteur parfait. Pour cela il faut 
examiner dans quelles régions la force a une direction indépendante 
du temps, et trouver lorsque cela est possible la surfaco normale 
à la surface ; ce sera la surface du conducteur cherché. 

Or les composantes longitudinale et transverse de la force élec- 
trique sont (no 319) 
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En un point z, r, pour que la direction de la force soit fixe, il 
luiU que Ton ait, quel que soit 12'/ — r, 






Celte équation est satisfaite d'abord d'une manière évidente 
lorsque f? est une exponentielle réelle 



^^_^_X(il't-r) 



et on a alors 



puis 





? (r) = - 


— \r 


-f-XV 




1 — 


■Xr 


E, 


a - 

r 


2» 


— Xr -t- XV* 
1 — Xr 



Nous y reviendrons bientôt. 

325. -— Si ^ n'est pas une exponentielle réelle, et par conséquent 
ne s'élimine pas d'elle-même, l'équation de condition détermine la 

fonction ï7 [^t — r). Dans cette équation, 



^ . 



— ?(^) <xi . ^ ^ ? (^) <î __ , 



1-2 



les coefficients doivent donc ne dépendre que de (iït — r), et être 
indépendants de r : Posons donc 

1 — o (r\ 1 i — cp (r) 1 

r a ' r^ b 
nous en tirons 

b ^ , b 

Ainsi, il y a une seule surface le long de laquelle la force électrique 
a une direction fixe, et cette surface est celle d'une sphère, de 
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rayon r ; mais si la force doit-ôtre normale à cette sphère, o doit- 
ètre nul, donc ft = a^ et r = a. L'équation en (f devient 

a a^ 

(f est la partie réelle de Texponentielle e ^ * "" ^^^^ avec 



d'où 



et 

ff = Ae ^« cos \^~ [Çi'l — r) -4- a j. 

Ainsi, le seul conducteur parfait qui équivaille à un doublet 
oscillant est la sphère, et dans ce doublet le rapport du décrément 

logarithmique à la pulsation \\r) est fixe et égal à -j^ ou 0,678. 

Si donc on réussit à produire un phénomène périodique d'amortisse- 
ment différent, on aura dans le voisinage immédiat de Foscilla- 
teur un champ beaucoup plus compliqué que celui d'un doublet 
simple. 

326. — Revenons à l'exponentielle. Les composantes parallèle 
et normale a l'axe du doublet sont, d'après les formules relatives aux 
composantes longitudinale et transversale, 

Cette forme montre que la force est normale à une famille de 
surfaces 

z f{r) = V 



f 
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car on a alors 



E. = (;,"|^+/('))*(''.0. 



Valeurs de R : 
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V 



0. 

0,5 
I. 

2. 
1 

4- 
5). 

(î. 

«. 

9- 

10. 



0,33 

0,55 

o,4oo 

o.3o8 

o,a64 

0,^43 

o,qq8 

o,ai6 

0,208 

o,ao3 

O.QOO 

0,164 



I 
R 



X 

3 

i,8a 

a,5o 

3,25 

3,80 

4.12 

4,39 

4,62 

4,80 

4,93 

5,00 

6,10 



pourvu que la foncUon /soit déterminée par TéquatLon 



r -^ 
àr 



"SX ^ 



qui donne 



-— arctg 



r 

2Xr — I 



Pour dessiner les surfaces de niveau, V = cte, calculons R : 



r/-(r) 

en fonction de Xr, puis les valeurs de - correspondantes par Téqua- 
tion 



on posant 
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Prrs de Vori^'ine (fij; 4^) l>our 4* > 6,1 les suifaros sont à i^mi 
près identiques à deux splières au contact. 

Pour 6,1 >'{/> 0.164 on a deux nappes : une nappe ovoïde 
près du centre et une deuxième ayant un cône asymptote dont 




Fig.45 
Surfaces de niveau ^ d'un doublet amorti sans oscillalions 

l'angle est d'autant plus petit que ^ est plus grand. Pour '^ = o,i64 
les deux nappes se rejoignent et Ton a un point conique. 

Enfin pour •}/ < 0,1 64 on n'a plus qu'une nappe. 

Tous les points où la tangente passe par Torigine sont sur une 
môme sphère de centre passant par le point conique. 

A grande distance la force électrique est perpendiculaire au 
rayon vecteur, ce qui n'a pas lieu au voisinage de rorigine. 

327. -— Nous avons vu que dans le voisinage de l'origine, les sur- 
faces ont sensiblement la forme de deux sphères au contact ; puisque 
chacune de ces surfaces peut être considérée comme celle d'un con- 
ducteur où l'on peut faire naître des oscillations ayant l'amortisse- 
ment correspondant à la valeur de X choisie, on aura ainsi des exci- 
tateurs ressemblant beaucoup à celui de Righi : il est donc probable 
que ce dernier peut fournir un mouvement amorti apériodique. 
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Quand on changera la valeur de X, cela reviendra à changer runité 
de longueur; or, près de Torigine, on aura encore deux surlaces 
contact qui conserveront sensiblement la môme forme voisine de la 
forme $phéri(|ue; de sorte qu'on pourra réaliser deux surfaces diffé- 
rant très peu Tune de Tautre comme dimensions et donnant des 
amortissements très différents, puisqu'elles peuvent correspondre à 
des valeurs très différentes de X. En un mot Tamortissement dépend 
uniquement de Técart entre la forme des deux boules et la forme 
î^phérique. 

Ce qui précède permet de penser que ce n'est pas la région équa- 
loriale mais les parties éloignées qu'il importe de développer pour 
avoir une bonne communication avec 1 ether extérieur et un amor- 
tissement rapide. 

Toutefois les résultats obtenus au Chapitre VI du Livre II, sur 
Tabsence de localisation superficielle des courante amortis sans 
oscillations dans une lame plane (n"" 242) ou dans un cylindre 
(n'246), rendent douteux que la surface du conducteur soit encore 
dans ce cas nécessairement perpendiculaire aux lignes do force dos 
que Tamortissement est rapide. Nos surfaces perpendiculaires aux 
lignes de force ne sont donc pout-ôtro pas les surfaces des conduc- 
teurs métalliques capables de fournir le champ variable correspon- 
dant. C'est une question qu'il faudra examiner de plus près. 
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CHAPITRE IV 

LE CHAMP DE L'EXCITATEUR DE IIEUTZ. 
HERTZ. — K. PEARSON ET A. LEE 



328. Doublet périodique de Hertz. — Etudions mnintc- 
naiit le champ produit par un doublet périodique, d'abord sans 
auiortissement, d'après Ileriz, ensuite avec un amortissement assez 
considérable, d'après K. Pearson et A. Lee. 

Dans les équations du chapitre précédent, posons 

;7 iiiU — r) = — C sin ?^ [il'l — r) ; 

en appelant L la longueur d*onde. Le flux de force électrique Q est 

alors 

[sin y (i2'/ - r) I . 

Le doublet a pour niomenl — îp (u'z) h chaque instant. 

Il a donc le monient -^ T- aux époques ( , -H ^' ) »?? *^^ >' ^- ^^'^ 

cl — î. aux époques l , -h 71 j —, on >- -f- >iT. 

Les caractères génémux di» la distribution de la force électrique, 
décrits au cha|)itre précédent, peuvent être complétés par le tracé 
des lignes de force au voisinage iuiniédiat du doublet, là où elles 
s'é'caitent notablement de circonférences centrées sur le doublet. 

A une épocpie donnée l pour trouver les coordonnées polaires ?•. 
?l >. de divers points de la courbe Q -= C, Hertz partage arbitrairement 



e 
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C en deux facU'urs, l'un plus petit que i , Tautre plus graïul cpie C ; 

reganlanl le premier comme égal à ;» -"- ou cos-À, on en déduil / ; 

re;5inlanl le second comme égal au fa<teur en r, de Q. on en déduit 
/aciJement la valeur de r, au moyen d'une courbe auxiliaire cpii 
donne la valeur de la parentiièse en fonction de r. lïeriz a offeclué 
ainsi le tracé des courbes relatives aux épiMpies o, , . L, V . Le» 

non 

doublet étant périodique pur, ces courbes se n^produisent toutes les 
demies périodes. 

329. — A l'époque zéro, le cx)urant est maximum ; les cbarges 
sont nulles ; aucune ligne de force n(» vient passer par roscillateur. 
Au voisinage immédiat de Ibscillatcur, la force est opi>osée au 
courant; à une distiince voisine de ~ dans le plan équatorial elle 
devient de môme sens que le courant central, puis se renverse de 
nouveau, aune distance un im»u supérieure h '->-, et ainsi de suit(* 

par zones de - à peu près. 

Le courant charge rapidement les extrémités de l'élément, et le 

doublet acquiert un moment positif. La ligne méridienne circulaire de 

flux zéro se sépare de l'origine, grandit et se gonfle, pendant (|u'à son 

intérieur grandissent des lignes de force de plus en plus nombreuses 

et étendues, tangentes au doublet à Torigine. Les autres lignes de 

force déjà émises s'éloignent. 

330. — C'est ce qu'on voit sur les figures suivantes. A répo([uc 

* , == -, le doublet est en pleine croissance, le courant diminue. 
« il 8 * 

T 
A l'époque , , le doublet est maximum, U\ courant es! nul. 

4 
Le courant se renverse ensuite ; le doublet décroît, les lignes de 

force qui se sont peu avancées rétrogradent vers le doublet : celli^s 
qui ont été le plus loin s'étranglent et se divisent en deux parties, 
Tune qui revient vers le doublet, l'autre dr^finitivenient émise qui 
s'en éloigne, comme le mcmtre la figure pour l'époque j^ T. Knflu 
après une demie période on revient à la première ligure, dans laqu<*lle 



202 







T 
Époques et - 




Dans ces ngures.reproducUon de celles de HerU. 
^désigne la demie longueur d'onde,, • 
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HA 



Ki)oque -^ 




3T 
Epoque T ^ 



Dans ces figures, reproduclion de celles de Hertz, 
X désigae la demie longueur d oude, - L. 
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il faut seulement renverser le sens des flèches de courant et de force 
électrique. 



331. Sectionnement des lignes de force. — Tels sont les ré- 
sultais généraux de la discussion de Uevtz ; il est intéressant d'entrer 
un peu plus dans le détail. 



^i-o 






;" 


* A J .* J 




\'C^^ 






^r*^U^-^^'*^ 


^^a^^z^^' 


■^ 


— _ — _ 



C-O 



Fig +6 



Posons, potir simplifier l'ccrituro 



(0 



\'^'=^ï''' 



= r («''-'• 



/ 



c = 



L 
L Q 



27:6 COS-X 

L'équation d'une ligne de flux est 



(2) 



cos w H — sin w = C. 

X 



L 



Pour une niénic ligue de flux, C croît de — Q à Tcquateur, 
iii>qu*à rinfini pour les pùlcs. 
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L'équation (2) donne 

G — cos lu 



sm 10 

(3) 07 



Dans la figure 4<>. ou a pris x pour abcisso et oj pour ordonnée 
vers le bas, et on a trace les courbes G - de. 

Ces courbes font connaître le déplacement radial de la ligne de 

fJiii C, en fonction de w, qui représente Texcès du Umuiis réelleuieut 

écoulé sur celui qu'aurait exigé une propagation unifornu» à la 

vitesse ii'. Sur ce graphique les lignes isochrones sont les lignes, 

à 43", w -f- a; == cte. 

Toute la partie utile du graphique est comprise dans Tangle de 
iJj** du côté X > 0, o) -i- a; > o. 

332. — Sur réquation (i) on remarque que pour toute valeur 
finie de G, à a? = o corresi)ond sin w rr=r o, et par conséquent 
,0 H- j; == to = nn : U émission des lignes de flux par le doublet 
se fail, pour toutes, simultané nient, aux éjioques 0, T, 2T, 

L'absorption des lignes de flux positif et l'émission des lignes de flux 

T 3T 
négatif, se fait à la fois aux époques , — » 

Pour G = o, on a 

.r =: — tg Ui 

X devient infini pour w = — ; à grande distance, bi ligne de flux a 
une avance d'un quart de longueur d'onde sur la propagation uni- 
forme. 

Pour G < 1, les lignes de flux vont encore à dist^mce infinie : et 

L 'V T" 

b'ur avance — arc cos G, est comprise entre , et ~ • 

Mais pour G > 1, le parcours est limité, |)uis(iue le dénominateur 

reste fini ; la distance maximum est atteinte lorsque *^' devient nul. 

Or on a 



Mo 
ù 



:=«■(:;.)- 



Le maximum a donc lieu lorsque ' ^- est infini. 
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Formons * -, et éliminons a?, il vient 

dw (C — COS O))* 

àX C COS 10 — 1 * 

La distance maximum est atteinte pour 



COS O)^ = jT 

et sa valeur est 

X = = cotg w . 

l 27r8 

Ainsi toutes les lignes dont le flux est supérieur à ^ ou -.— cos^ À 
n'ont qu'un parcours limité. Près de Taxe polaire, presqu'aucune ligne 
de flux ne va jusqu'à l'infini. A l'cquateur, les lignes de flux supr»- 
rieur à -,-- vont seules ù l'infini. 

333. — La ligne C = i, qui sépare les deux groupes de lignes de 
flux, émises ou retenues, a pour équation 

sin tù . /wX 

X = 1= cotg I - ). 

1 — COS w \2/ 

Au départ, pour u) = o, 27r, ^tz,,,, avec a? = o, on a 

(-) =G-., 
d'où le tableau suivant 

C= o 1 i,i56 2 00 

(— ) = — 1 o o,i56 r 00. 

Los courbes qui vont à Tinfini partent de Torigine dans l'angle 
compris entre la ligne oblique i = o, et w = o ; celles qui restent 
à distance finie partent de l'origine dans l'angle droit des axes. 

Au retour, pour w r= tt, Stt, 5::,... on a 

(S).=-('^-') 

C= o 1 i,i56 2 00 

( — 1 = — i — 2 — 2,i56 — 3 — 00 



fc-i..:.^--.: 
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334. — La relation générale entre - et cos w, est une relation 
hyperbolique, qui peut présenter deux formes, suivant que C est 
plus petit ou plus grand que i . 

Dans le premier cas, C < i, (fig. 47) quand cos w croît de — 1 
à 4- 1, — croît de — (1 + C, à zéro pour cos w = C, c'est-à- 
dire, d'après réquation (1) n" 331, pour Tasymptole de chaque 




C = *- 
'À 

Asymptote cos wq = a, Direction tg = i 

Centre cos w = a 



Minimum cos 



w' = 2,3 = 6 

:\ 

w = - 

a 

ci>' =r 4,3 = la 



courl)e G (fig. 46). Au delà x devient négatif, et la courbe est 
inutile. 

Pour C compris entre 1 et 2, ^- croît, passe par un maximum, 

oX 
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décroît indéfiaiiuent, puis redevient infini positif et continue à dé- 
ci\>îlre : 

cos w== — 1 ^ — C o p 1 

ô 

0. 



;^^-(.+C) 4(^;.-i) -C^ -cc,-,-oc C-. 



Au maximum correspond un point d'inflexion. 

Pour G = 2 la taugcnte au point d'inflexion, cos w = — i , est 

V.r^ maximum est 0,587... avec cos w^^ = , w,, = 6o'. 

Pour C supérieur à 2, il n'y a pas de maximum ; la décroissance 
est continue; la courbe est entièrement concave vers le bas. 

335. — Pour suivre la propagation, il faut tracer les droites 
isochrones, et voir comjment elles coupent les lignes C, (fig. 46), 
et en particulier si elles les touchent, ce qui arrive lorsque * \ est 
égal à — I. Les points de contact sont alors déterminés pourchaijue 
valeur de C par Téquation 

( C — cos U))« ^ _ 
G cos w — 1 
ou 

cos tt> 



2 V 4 



Pour toute valeur de G comprise entre oet 1, le signe -i- donne 
une valeur de cos (o siqiérieure à 1, inadmissible ; il n'y a qu'un seul 
point de contact, qui pari de w = r (x == 0) pour G = o et recule 
vers w nz:: y , (rr =1 1) pour G = 1 . 

Pour G> I, ce point de contact continue à reculer; un second 

point de contact apparaît à Tinfini, avance à la rencontre du pre- 

2 
raier en partant de w = (x = » ) : enfin pour G = -^ , les deux 

points se confondent, avec cos 10= —: , ou w = 0,966 envh*on 54^* 4^ > 
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(r = ^i). Tout point de contact disparait pour les valeurs de C su- 
pTieures a 7:^ = i , 1 56. 
Le lieu de ces points de contact est la courbe à un point d'inflexion 



(*ot« (o ^ /cot'w 



tracée en pointillé (fig. 46). 
Le lieu des sommets 

Xj^ = cotg w^ 

est également tracé en pointillé (fig. 46). 

336. — Il suffit maintenant de se reporter aux ligues isochrones 

'le la figure 46 pour suivre la marche des lignes de flux. Au temps o, 

toaliîs les lignes do flux sont émises à la fois, et quittent la source, 

d'autant moins vite que C est plus grand. Elles se propagent les 

ones derrière les autres, en se séparant de plus en plus. 

2 
Les lignes de grand flux, C > /=, après avoir avancé plus ou 

V «5 

moins loin (a:„ < v^3> ^' < — v^s) reviennent lentement vers la 

source. 

2 
^ur réquateur, les lignes de flux moyen, 1 < C <--t» avancent 

à partir de la source, puis h un certain moment apparaissent à un 
point intermédiaire l^ = — 1 J, où elles se dédoublent; une des 
dcuxrevient vers la source, l'autre avance comme la première. La 
première continue son mouvement en avant, atteint une distance 
maximum (fig. 48) puis recule, et disparait au moment où elle re- 
joint celle qui la suivait f --'- — — 1 j. 
Ces mouvements dans le plan de l'équateur paraîtront plus clairs 

après que nous aurons décrit les formes successives des méridiennes 

de ces lignes de flux. 
Enfin les lignes de flux faible C < 1, font comme les précédentes, 

leur apparition en un point moyen ("7.= — 1)» d'où elles four- 
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nissent deux branches, l'une émise, Tautrc régressive ; mais la 
branche émise continue jusqu'à Finfini. 

337. — Pour déduire du graphique précédent (fig. 46) la forme 
des lignes de flux à une époque donnée, il suffit de se rappeler que 
le flux est égal à C cos' X. Donc en suivant les valeurs de C sur une 
isochrone, depuis a? = o, on en déduit les latitudes pour une même 
ligne de force. Quand les valeurs de C croissent, la latitude diminue ; 
elle augmente au contraire si les valeurs de C décroissent ; un chan- 
gement de sens de variation de C indique que la ligne de flux est 

tangente au rayon. Cela permet de figurer quelques lignes de flux, 

3T 

à des époques intéressantes, voisines de -t: . [Planche 2). 

o 

A une même époque tous les points de contact des diverses lignes 
de force avec des rayons sont à la même distance de la source. 

338. — C'est à une môme distance de la source ( i,4i4 — ) , et à 

(T T \ 

(o,956 H" i,4i4) -- = 2.37 —j qu'apparaît, sur 

toutes les lignes de flux inférieur à 1,1 56 -y—, un point d'inflexion, 
ayant une tangente radiale, premier signe de la séparation d*un 
anneau indépendant. 

271 g 

Toutes les lignes de flux inférieur h 1,1 56 -p- se coupent donc à 







Afrtila liuUHcemaxmHim 
Evanouùstment tf'une /i^e Je flux 

Fig. 48 

une distance inférieure à 1,4 14 —, et émettent un anneau qui se 
proi)age d'autant plus loin que le flux est plus faible, mais qui finit 
par s'évanouir ù grande distance, si le flux est supérieur à -^--, tan- 

dis qu'il se propage indéfiniment si le flux est inférieur à ~ . 
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\a^ mwle d'évanouissement cVun anneau de flux est représenté 
dans la figure 48, par les positions suecc^ssives, I, IL., VI, de ses 
lignes méridiennes, qui se contractent, atteignent une distance maxi- 
mum sur réquateur, puis se resserrant de plus en plus, finissent par 
se réduire à une ligne équatoriale circulaire (un point sur la figure) 
en arrière de la distance maxima. 

339. Propagation d'une phase quelconque. — Aux petites 
distances, on peut avoir à considérer séparément la propagation 
dune quantité quelconque. Au lieu de chercher les conditions de 
propagation des lignes de force Q = de, nous pouvons chercher colles 
de la propagation d'une i)hase déterminée de Q : nous pouvons mettre 
pour cela Q sous la forme 

Q = iR . sin j 2^ (^ - f ) + cp j 

.R étant une fonction de r, et ^ étant défini par tg o = air ^^ . 
La loi de propagation d*une phase déterminée est 

t r o . . 

rr — r -^ - = ('onstante. 

Pour avoir la vitesse de propagation, dérivons cette équation par 
rap[)ort à /, 

I i dr jL_ d<f àv 



T L dt~^ 2t: dr dt — ^- 



dr 1 


1 


dt-fi 
E" 


1 d<f 

ai: dr 



Eo résolvant 



Ce résultat est indépendant de t : sur une môme sphère, à toute 
époque, les phases qui passent se propagent avec la mémo vitesse. 

Remarquons d'ailleurs que ce résultat ne dépend pas de la forme 
particulière de la fonction J ; si on prend, par exemple 



= e ^ ^ '^ / sm 271 ( ,j, — j- 1 
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0^ ol (p sont changés, mais o est une fonction de r seul et l'on con- 
serve ce caractère que -7- ne dépend que de r. 

(]o caractère se conserve encore pour les phases des forces élec- 
triques et magnétiques. 

340. Doublet amorti de Pearson et Lee. — Les résultais 
l)récédents changent notablement si, au lieu d'une fonction pério- 
dique simple on prend utle fonction amortie : ce cas a été étudié par 
K. Peatson et A. Lee (Philosophical Transactions, 1901. vol. 19^ ; 
qui ont pris 

de sorte ([ue dans le voisinage immédiat do l'oscillateur la font tien 
se réduit à 

J = be ^ sm 2- ,-r, • 

Par conséquent le moment électrique initial de roscillateur est 
nul ; mais la vitesse de variation est différente de ; c'est-à-dire que 
l'oscillateur qui est d'abord à un potentiel uniforme reçoit à l'origine 
du temps une impulsion brusque. 

Les résultats du calcul sont les suivants : 

La forme des lignes de force est donnée par 

«=-«-'.-•<*"'' l(;.-£)"-=(T-r>f>Kt-f.) 

Les lignc^s de forc(» Q = o sont alors données par la condition 



cotg .t:(^ -;;).--. - 



1 _" 

r^L 
2- 
L 



341. — La forme de ces surfaces est grossièrement indiquée par 
les courbes suivantes (fig. 49) qui donnent la méridienne des sur- 
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fac€s pour des valeurs do Q correspondant à des intensités relatives 
«lu champ égales respeclivement à 

5o 3o 10 1 



o. 



T 3T 
Ces courbes sont représentées aux époques , et -r- • 

Les courbes qui se trouvaient dans la premiôn» figure entre Tos- 
rillateur et la première sphère Q :— ^ o, se sont propagées et se trou- 
vent dans la seconde figure entre deux sphères pour lesquelles Q^^o; 





Fi-. 40, 



elh^s ont été remplacées entre la sphère intérieure et roscillatcur par 
des courbes correspondant aux valeurs négatives de l'intensité, qui 
ne sont pas tout-à-fait identiques à celles de la première figure à 
cause de l'amortissement. 

La forme des surfaces Q = constante est très différente de celles 
de Hertz et par suite leur vitesse de propagation est profondément 
modifiée. 

Los planches 11, lll, IV, à la fin du volume, sont rexaclc ropro- 
duction de quelques unes des planches de Pearson et Lee. Elles 
montrent les variations pendnnt la première période (pi. 11), pen- 
dant la troisième période fpl. lll) (»t pendant la cinquième pé- 
riod.» (pi. IV). 



341. Avance à rémission. — A une époque déterminée, pour r 
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très petit, on a à peu près le môme phénomène que dans le cas où 
s'était placé Hertz, c'est-à-dire, la distribution électrostatique des 
lignes de force. 

Pour r très grand, la cotangente qui délinit la ligne Q = o, prend 
la valeur finie 

cotgai:(^-_£) = A; 
qnniid Tamortissement est nul, on a 

cotg = 27: ( Si — . j = nit 4- f 
et les distances des diverses surfaces Q = o, sont données par 

Quand Tamortissenient est infini on a simplement 

Enfin quand Tamortissement est fini on trouve 

E étant plus petir que i . 

T 

Ainsi l'avance j qui se produisait pour une source périodique sans 

amortissement, diminue quand il y a un amortissement et tend 
vers quand cet amortissement devient infini (choc brusque instan- 
tané). 

343. Propagation des forces électrique et magnétique. — 

La force électrique peut être considérée comme résultant. 

!•* d'une composante E„ parallèlle à Toscillateur. 

2" d'une composante Et perpendiculaire au rayon vecteur et située 
dans le plan méridien. 

Enfin nous aurons à considérer la force magnétique M qui est per- 
pendiculaire au plan méridien. 
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En posant 

ces forces ont pour expression 

, r/3 36 e« — 4it»\ . /6i: 4ite\ 1 
E, = A cos X 1^^-, - j^. + -LÎF-) ''° •" -^ (tr* " LV )«»*"] 

„ .cosif/ e e» — 4it*\ . /ait 4it0\ 1 

M =-Aïpp[(- pj, + -LT— ) «"»- -^ (fT - LT ) "^'"J- 

Ces expressions contiennent, même lorsque 6 est nul, des termes en 



.A y 



Aux grandes distances les seuls termes importants sont ceux qui 
ont en dénominateur la plus petite puissance r ; tandis qu'à petite dis- 
tance, où les différents termes sont du même ordre, la complication 
reste considérable. 

Quand r est grand, E, et M se réduisent à 

„ . cosX re* — 471* . 4ire 1 

Et = A I — jj sm u) — ~- cos o) I 

„ . cosxre* — 47:2 4^e -i 

Ces deux forces ont donc exactement la même phase ; elles va- 
rient en raison inverse de r. 

Quant à Ea. elle varie en raison inverse de r" et devient rapide- 
ment négligeable par rapport à E^ sauf au voisinage immédiat de 
Taxe polaire. 

344. Front de ronde. — Au front de Tonde les trois forces con- 
sidérées n'ont pas une valeur nulle : supposons qu'à Finstant initial. 
tout soit en équilibre et que l'oscillateur ne possède aucune charge, 
mais qu'il reçoive une impulsion brusque. Alors à l'instant t, pour 
r > ûHe champ reste nul, mais pour r = Çït on a. 

sin co = cos u) == 1 . 

20 
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Les trois composantes qui étaient nulles prennent brusquement 
une valeur finie qui se propage avec la vitesse û : ces trois compo- 
santes débutent avec une phase variable suivant la distance, puisque 
les coefficients de sin ^^ et de cos tu dépendent eux-mêmes de la dis- 
tance. 

A grande distance, les valeurs initiales de E( et M, qui seules sub- 

... . o cos ^ 4'ïïO I. ScosX4'^ 
sistent, sont — 8 * -Vt , et h 7^ — yt ' 

345. Propagation d'une phase déterminée. — La vitesse 

de propagation d'une phase déterminée subit des variations singn- 

dus 
lières. Quelle que soit la distance, cette vitesse -^ est la même pour 

la composante électrique Ea et pour la force magnétique M : sa va- 
leur est 

\ 4^^* aicr aie/ 

La vitesse de la force électrique transverse E, a une expression 
encore plus compliquée 

(^I) _ u /, + -Jll (r-r.)' + r'. \ 

W), - " (^' + 4^« + 6» r[(r-rly-r,r',]) 

en posant 

a6 L 



Lorsque est infini, ces formules nous donnent une vitesse égale 
à celle de la lumière, quelle que soit la phase; c'est le cas d'un choc. 

Lorsque 6 est nul, c'est-à-dire pour le doublet de Hertz, ces for- 
mules deviennent 

ces vitesses de propagation, inégales, décroissent de l'infini àû, à 
mesure que la distance augmente^ sans jamais cesser d'être positives. 

34e. Lorsque Tamortissement est fini, Tétude de ces formules 
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conduit à des résultats très différents de ceux que nous a donnés le 
doublet périodique de Hertz. 

A) Force magnétique M, el électrique axiale £«. — La vitesse 
est indépendante de la phase, elle ne dépend que de la distance. 

Dans la figure 5o, on a porté en abcisses les distances aune échelle 
énorme, en ordonnées les vitesses de propagation l~J-\ à une 
échelle prodigieusement petite, puisque la vitesse de la lumière 1} est 
représentée par un peu plus d'un millimètre ; et néanmoins la dis- 
tance bc, figurée, est encore beaucoup trop petite. 

Cette vitesse, infinie négative pour r = o, reste négative énorme 
à toute époque jusqu'à r = oa. Alors elle passe brusquement de 
— oc à H- 00 , décroit régulièrement, et 
tend asymptotiquement vers U en lui res- 
tant supérieure. 



Si Ton pose 



on a 



*8X = i^ 



• • 1 . , L 

ob = ba=^ - sm* y — 

a '^ 211 

6. = -^'û. 




Fig. 50 



Pearson a adopté pour 6 la valeur o,4 ce qui donne sensiblement. 

y = 3«38' bc = '- 225 û 

Ce qui est inattendu c'est de trouver près de l'origine des vitesses 
n^atives. 

B) Force électrique tramverse E,. — On trouve un résultat encore 
pins compliqué. La courbe a le môme caractère général, mais les 
diverses quantités oa, ob, bc ont des valeurs différentes ; en posant 



9' = 



on a 



L 



Oa = 8inax(>-)-^)- 

06 = sin 2x (^ + «'fi" + o,oi5 A ^ 
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en prenant les premiers termes du développement en série 

Remarquons que, toujours pour 6 = o,4« Oa est beaucoup plus 
grand que pour la force magnétique, et atteint le dixième de L ; 
hc est notablement plus petit ; de plus Ob n*est plus la moitié de Oa. 

Dans le prolongement de Taxe, Tonde transverse devient négli- 
geable et la force électrique axiale se propage seule dans ce sens. 

347. Force électrique totale. — Dans le plan équatorial au 
contraire Tonde axiale subsiste et accompagne Tonde transverse qui 



u 



.Q 




Fig. 51 



est maximum. Il en résulte pour la force électrique totale un double 




changement de signe ainsi que le montre la courbe des vitesses en 
fonction des distances (fig. 5i). 
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On peut encore indiquer la distribullon des phases à un instant 
donné en portant en abscisses les quantités -^ et en ordonnées les 
variations de phase, ce qui donne les courbes de la figure 5a. 

.Ainsi quand Famortissement est considérable il y a dans le voisi- 
nage de l'oscillateur de grandes variations de vitesse. M. Pearson 
rappelle que Hertz a rencontré en se servant de son grand oscillateur 
des singularités qui l'avaient conduit à penser que la vitesse de pro- 
pagation peut être différente de la vitesse de la lumière ; Hertz avait 
fait ses mesures à une distance d*environ une longueur d'onde de 
roscillateur, et c'est peut-être ce qui expliquerait aussi d'autres sin- 
gularités qu'il a rencontrées dans ses expériences. 

348. Choix de raxnortissexnent. — L'amortissement o,4 que 
i^earson a adopté, pour tracer les figures et faire la discussion numé- 
rique, est celui qu'a trouvé Bjerkness en opérant avec les instru- 
ments même de Hertz, mais dans des conditions différentes du 
rayonnement libre. 

L'oscillateur de Hertz était formé de deux plaques, avec des tiges 
terminées par deux petites boules en regard. Bjerkness a étudié la 
propagation dans des fils qui partaient de deux grandes plaques 
placées en face des premières; 
entre ces fils qui se terminaient 
librement il intercalait un élec- 
tromètre idiostatique. La dévia- 
tion permanente obtenue résulte 
de l'impulsion directe de l'onde 
incidente et de celle de l'onde 



K 



P^ 



Fig. 53 



réfléchie. De l'examen de cette déviacion pour différentes distances 
de l'électromètre aux extrémités, on peut déduire Tamortissement de 
Tonde qui parcourt les fils. Mais les plaques Pi et P/ ne doivent 
pas être trop éloignées de P et P' pour que l'on ait de la sensibilité; 
si leur distance est 4 ou 5 centimètres, l'amortissement est de l'ordre 
indiqué o,4* 

Mais si cette distance est de plusieurs décimètres l'amortissement 
est beaucoup plus petit. L'amortissement est dû en effet au rayonne- 
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mont, c'est-à dire aux communications avec rextérieur. Comme Tex- 
citateur est court par rapport à sa longueur d*onde /^environ) 
le rayonnement proprement dit dans Tespace est faible (il ne serait 
intense que si la longueur de Texcitateur était voisine de la demie 
longueur d'onde). Ce sont les plaques Pi et Pi' qui donnent par 
les fils une grande surface de rayonnement : l'amortissement devient 
d'autant plus intense que les plaques sont plus près. L'amortisse- 
ment 0,4 qn^ Pcarson a adopté est donc beaucoup plus fort que 
celui de l'excitateur de Hertz rayonnant librement dans l'espace. 

349. Mécanisme de la propagation. — Au début la charge 
est nulle dans l'oscillateur de Pearson, mais l'intensité de courant 
finie fait naître immédiatement les lignes de force électrostatiques 
du doublet : celles-ci par leur aaToissement brusque équivalent pour 
les actions magnétiques à de vrais courants et compensent parlent au 
loin l'action du doublet; ce n'est que dans le voisinage qu'il reste 
une petite action donnant naissance de proche; en proche au déve- 
loppement de l'onde émise. Il en résulte qu'on n'observe jamais 
seul l'élément de courant des théories antérieures à Maxwell, mais 
l'ensemble de cet élément et des éléments de sens contraire qui l'en- 
tourent. 

Une autre conséquence de ce mode de propagation est relative h 
l'allure de la force électrique en un point déterminé. Les deux com- 
posantes axiale et transverse ayant des phases différentes, la force 
n*a* pas d'orientation fixée, mais décrit une ellipse, dont le grand 
axe est orienté d'une façon qui déi)end du point considéré, ainsi 
d'ailleurs que le sens dans lequel Tellipse est décrite. A grande dis- 
tance la force éleclri(|ue devient perpendiculaire au rayon, dans les 
limites où le tenue en sin ^t^ (f — ^ ) n'est pas très petit, sinon 
le terme eu cosinus reprend une petite importance. Donc l'ellipse 
s'oriente de manière (|ue son grand axe soit perpendiculaire au rayon 
vecteur, et elle s'aplatit de plus en plus, sauf dans le voisinage de 
l'axe du doublet, où la force, petite d'ailleurs, continue à avoir une 
orientation variable avec la phase. 
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360. Dilfioalté d'un contrôle expérimental. ^ Ainsi un os- 
cîilatear rayonnant librement dans Téther aurait un amortissement 
faible ; or la zone intéressante est au voisinage immédiat de Toscilla- 
teur, que la tbéorie suppose court, do sorte qu'il faudrait, à la fois, 
un doublet très court et un grand amortissement ; ce qui n'est réali- 
sable que par un fort amortissement ohmique. 

On obtiendrait à peu près les conditions initiales de Pearàon en 
excitant l'oscillateur par induction, à la façon de Blondlot. 

Soit --; la force électromotrice induite, Téquation du circuit est 



a?;?-HCRg*, = C?J; 



mais à llnstant initial^ à la fin de la variation lente de ^, 
q est nul. 

Au moment où rétincellc éclate dans le circuit inducteur, * subit un 
changement brusque *o î -7 s'accroît de ~ , et 5^ reste nul, du moins 
si l'étincelle inductrice est soufflée, et s'éteint instantanément. S'il 
en est ainsi, l'expression de q est celle de Pearson 






Mais ces conditions sont difficiles à réaliser et il est peu probable 
qu'il soit légitime de réduire l'action de l'inducteur à une variation 
de flux de force magnétique vraiment instantanée "Pq, 

11 paraît donc difficile de réaliser un doublet ayant à Torigine du 
temps la phase qu'on a supposée, mais si on se rappelle que les 
vitesses obtenues sont indépendantes de la phase et par suite de Tori- 
gine du temps, on voit que rien ne sera changé dans la propagation 
des phases quand on aura à la place du sinus, un cosinus ou une 
somme de sinus et de cosinus ; ce qui sera seulement changé, c'est la 
variation brusqae au front de l'onde. 
Les valeurs que nous avons données au n"* 344, pour le front de 
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Tonde, exprimées au moyen des dimensions de roscillatcur, sont, à 
grande distance, 

P - iA ^ *fi 1 a R 






M 

L désigne ici le coefficient de self-induction de Toscillateur. 

Ces forces électrique et magnétique instantanées ne dépendent pas 
de la capacité ; elles sont proportionnelles à Tamortissement R : L, 
de quelque façon qu'il soit réalisé, et en raison inverse du coefficient 
de self-induction par unité de longueur. 

351. Mode cTexcitation de Hertz. Nature de Tétat initial. 
— Les appareils au moyen desquels on fait ces expériences marchent 
le plus souvent à Taide d'une machine ou d'une bobine ; celle-ci 
charge un condensateur et à un certain moment Tétincelle éclate. 
A rinstant initial, la charge n'est donc pas nulle mais maximum et 
il existe entre les deux parties du circuit une différence de potentiel 
détcnninée V. 

La période de Toscillateur est déterminée par sa résistance ohmique 
et fictive, sa capacité et sa self-induction. On a en appelant q la charge 

Or à rinstant initial, avant Tétincelle, on a sensiblement 

car pendant la charge lente ^ et -t^ sont négligeables. Quand Tétin- 
cellc éclate, £: reste nul ; mais, comme la force électromotrice V 
tombe à o, -f subit une variation brusque donnée par 

La force électromotrice restant nulle pendant le passage de Tétin- 
celle, dont la résistance est minime, la solution de l'équation est : 

q = k% * COS {-Y "*" ? j- 
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On peut calculer les constantes A et o par les conditions initiales 





?0 = 


= CV, 




t = 


= 


On trouve 












9 = 


= CVe 


*■ (cos 


art 
T 


e 


sin 



m ait jj. 



Le terme principal est le terme en cosinus de sorte qu'on n'est pas 
dans les conditions de la théorie de Pearson. 

Nous reportant aux formules du n" 319, nous trouvons facilement 
pour le front de l'onde 

u. az CV 

M = \/i-pa-L-. 

en regardant le moment de l'oscillateur comme ^al au produit de la 
chaîne par la longueur a. A grande distance, il ne reste que 



E, = v/i - ^ Û^ " ^ 



L' r 



M=-§. 



Cette force électrique instantanée, au Iront de Tonde, ne dépend 
xms de la capacité, et est inversement proportionnelle au coefficient 
de self-induction de Fexcitateur, par unité de longueur. U en est de 
môme de la force magnétique instantanée, 

Mais Famortissement n'intervient plus ici. 

Pour Faction du front de Fonde, Féquation 

a i a . 

fE = r-— 5=«'*' 
«log^ 

en appelant d le diamètre du fil, donnerait une idée de la relation 
entre le diamètre d et la longueur a d'antennes équivalentes à diffé- 
rentes distances r. 
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352. — La forme de corps vibrant dont Tétnde est la plus facile, 
est la forme sphérique, parce que les fonctions nécessaires pour repré- 
senter la distribution du champ sont connues depuis longtemps, et ont 
été étudiées d'une manière approfondie, par Laplace d*abord, et 
depuis, par beaucoup d'autres. 

Rappelons d'abord les propriétés les plus élémentaires de ces fonc- 
tions. 

Une fonction sphérique solide, ou fonction harmonique V est une 
fonction qui satisfait à Tcquation de Laplace 

(i) AV = o 

dans toutTespace. 

Lorsqu'elle est homogène, de degré n, on peut la mettre sous la 
forme 

V. = .-S.(ï,2.î) 

et la fonction S„, ne dépend plus que des angles directeurs ; elle 
satisfait à Féquation 

(2) r*ASn -+- n (n -f- i)S« = o 

qu'on obtient facilement au moyen des équations connues. 

A(UV) = UAV + a(gg + ...)-HVAU. 

à\n dVn . dV» 

CD — - 4- y — - 4- z — - = nV-. 
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Lorsqu'on définit la position d'un point sur une sphère par sa lati- 
tude ( - — 6 j et sa longitude <p, la fonction S„ prend le nom de fonc- 
tion de Lâplace, et est représentée par Y». 

Celles des fonctions Y„ qui ne dépendent que de la latitude ( ' ~ ^ ) 
et non de la longitude, ou angle azimuthal, (p ont une importance 
spéciale ; on les représente avec Legendre, qui les a particulièrement 
étudiées, par Pn({Ji) en appelant {x le sinus de la latitude X. 

La fonction générale Yn est 

Y. = 2f ^ * (A,., cospç + B„, sinj,.?) (i - v'f *-^^|5^- 

353. — Les équations des mouvements vibratoires amortis ou non 
prennent fréqueomient lorsqu'on met en facteur la fonction du temps 
e^S la forme 
(3) A* — a*4> = o 

s' étant un coefficient qui dépend à la fois des propriétés caractéris- 
tiques du corps, élasticité, conductibilité, etc., et de la vibration 
particulière considérée, c'est-à-dire de d. 

Pour des corps de forme sphérique, pleine ou creuse, les fonctions 
spfaériques de degré entier s'introduisent naturellement. Posons 

* = RnV„. 

l^n étant une fonction de r seulement et substituons dans Téqua- 
tien (3) ; au moyen des formules rappelées plus haut, on met facile- 
ment \n en facteur, et il reste iK)ur déterminer Rn 

dr» r br 

On peut donner à Tintégrale de cette équation diverses formes ; 
j'adopterai la suivante (M 

(>) Cf. BuuoDiii.— Mouvements d'une sphère dans une atmosphère gazeuse ; 
vUintioiu propres de l'espace extérieur. Ann., Ch., Phys., II, 1894. 
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DuQs le couductcur, on a 
OU, avec toute l'approximation nécessaire en général : 

a* = 471*6; 
dans risolani, au contraire, on a 

364. Considérons maintenant une sphère très conductrice dans 
resjKice isolant indéfini. Si la sphère émet des radiations électriques, 
sans en absorber, un seul des deux termes de R„ intervient, le premier: 
en effet, une fois les dérivations effectuées, ce terme est le produit 
d'un polynôme de degré n en - par -^^ e"" *'* et., en prenant 

6 

cela nous donne le terme e \ ^7 purement émissif quel que soit 6. 

355. — Adoptant la condition indiquée au chapitre n(n'* 309-310) 
que la force électrique dans Tisolant soit normale au conducteur, 
nous pouvons trouver le champ extérieur à la sphère d'une manière 
indépendante ; nous obtiendrons ensuite ce dernier séparément. 

Mettant en évidence le facteur e^ dans les équations d'Ampère et 
de Faraday, celles-ci deviennent 






0M,=^»-^; 
une quelconque des six grandeurs Ej..., M,, satisfait à l'équation 

AU = a^n, 
avec les valeurs de a^ indiquées plus haut. 



r 
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356. — La forme du corps permet évidemment l'existence de 
vibrations dont la force électrique est partout dans le plan méridien^ 
et la force magnétique peri)endiculaire au plan méridien. Pour les 
trouver séparément il faut donner aux étjuations une forme qui rende 
simple réquation à la surface, qui exprime 
que la force électrique tàngentielle est nulle. 

Soit M la force magnétique indépendante do 
la longitude, on a 



M. 


= 


-M 


sin® 


M. 


= 


-^M 


cos© 


M, 


== 









Fig. 54 



puis, en appliquant la propriété des flux de 

conrant qu'exprime Téquation d'Ampère Q), 

au circuit formé de deux rayons vecteurs de même latitude, et de 

deux circonférences, on obtient 



OÙ l'on considère M comme une fonction de r et de 0. 

357. — C'est donc la fonction M, qu'il faut mettre sous la forme 
d'un produit de deux facteurs, Tun fonction de r, l'autre de 6, pour 
écrire l'équation à la surface de la manière la plus simple. Pour cela 
il faut dans M^ et M, mettre en facteur une fonction Y„, ce qui donne 

M. = - A sin ? v/riry. ?!P»(li) r» e- + «' ^ ('?-— ) , 



M, = A C08 <p v^i — |ji 






^ d[± dr» \f.n -f ij ' 



(1) Les trois équations d'Ampère conduisent au mcruc résultat plus pénible- 
ment en faisant le cliangcment do coordonnées. 
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et, la force électrique tangentielle est nulle à la surlace de la sphère 
de rayon a, si Ion a 






('"^■•".^(^-;))=». ('=«)■ 



Cette équation détermine a et par conséquent la période et Tamor- 
tissement des oscillations de rang n correspondantes. 

35S. — On trouve facilement la distribution initiale d'électricité 
correspondante. L'équation d'Ampère pour un élément de surface de 
la sphère donne la force électrique normale : 

r« sin e Uizk 4- ^\ E, = - ^ (Mr sin 6) 

ou, dans Tisolant (K = o) 

La densité superficielle à un instant quelconque est donc 



Si la force électrique normale interne est négligeable, ce qui est 
approximativement vrai à toute époque, puisqu'elle est de même 
ordre que la composante tangentielle, et rigoureusement vrai dans 
Tétat d'équilibre initial : 

car réquation qui définit P» (k) est 

comme on le déduit facilement de Téquation générale des Y^. 
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359. — Formons maintenant Téquation en a, pour rosdllation de 
rang n 



— aair\ ^— aar 



(^a^)^ H- 5 .(;t + 1) (2«r)*»~' -4- ... 

-f- ... 

(n4-m-+-i)! , .n— m- 

+ ^n-^_,)!(^t+,)! (">-) 



-h («n H- i)! 



Pais 



ne-^ 



(- a^ " ^) [^"'^' -^ n(n ^ (ac.)-- ' -^ ... 

(n — m— i)! (m-+- i)! ^ ^ 
-h ... -f-(an4- i)?] 

4-^rn(aaa)^-'-+-(n— i)n(n 4- i)(aaa)^-» -+-... 
-^ (n^m-a)l(m-^i)! (^*^) "^ -J 

360. — Pour la première osdllation (n = i) Téquation est 
a V H- «a 4- 1 = o 



=0. 



d'où 



1 . .v/3 



On a d'ailleurs 



Pi (f*) = l^y 

le facteur de propagation est 



2a ^ ' ' aa 



- :^ (»'« - O ± t ^ (û'« - *-)• 
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La période est 



ÛV3' 
et le décrément logarithmique 

Le rapport de Tamortissement à la fréquence est un nombre, indé- 
pendant du rayon de la sphère très conductrice. 

Dans une sphère de matière peu conductrice, ce rapport dépen- 
drait du rayon, et Ton pourrait évidemment réaliser des amortisse- 
ments supérieurs à celui-ci ; mais l'amortissement moindre, c'est-à- 
dire la vibration plus prolongée n'est pas réalisable au moyen de 
sphères. 

361. — De l'expression de la force magnétique on tire 



et 



E, = — A e 



«(û't — r) aû^ 



V'-?:(?-?-ii)- 



Ce champ de force magnétique est exactement celui d*un doublet 
de moment 

aA aU't 

placé à l'origine. Les deux hémisphères sont constamment de signes 
contraires. 

Sur la sphère conductrice, la densité électrique est à tout instant • 
proportionnelle à -, ou au sinus de latitude ; la charge totale sur 
une couronne dX. de hauteur axiale dz, est proportionnelle à d sin*X, 
ou à d(z^). On peut la représenter aussi comme équivalente à une 
distribution de moments par unité de longueur 

^ 3A ^* — a* (xu't. 



^^•-'^fi*.--. _-■■■ 
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362- — Donnons maintenant la forme réelle à cette vibration. 
Lii moment du doublet central est 

-âe"-(Aco.uV3^^-B8inU'v:^^J- 
Lu lorcc magnétique correspondante est 



M = — 



rV-^- 



ii^t — r 
vta 



(- 



A 

2a 



A 

r 



"^•^')cos':-"il7-r) 



'la ' 






•}.a I 



)sin^ (Û7 — r 



et les composantes de la force électrique sont 

lV a By/ii 






\ a /' r / aa ' 

\ a r r I ia ^ 






L 2«'' /* 2)'* J ia^ 
-1 - - - H---0 -/— a Ism — (û'/ — r) 



363. — L'amortissement est énorme : Famplitude diminue dans 
!«' rapport ~ pendant le temps (jui équivaut au parcours d'un diamètre 
(le la sphère, et au bout d'une période Tamplilude est réduite au }., 
i^nviron. Cict amortissement est du, tout entier, au rayonnement, puis- 
que nous avons supposé la conductibilité de la sphère infinie; la 
communication avec l'extérieur se fait on effet par une très grande 
surface, gnkeàla forme sphénipic. 

Les champs extérieurs sont analogues à ceux du doublet, de 
Fearson et Lee, avec les caractères particuliers qui résultent du 
«^rand amortissement. 

21 
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La force magnétique perpendiculaire au plan méridien est donnée, 
dans le champ extérieur, par Tcxpresaion 

M= A?v/i-;Jv/i-?-4-iU ^cos.o-x-J) 

avec 

Qt — r ,, 

? == — ^7; — V 3 

S étant un angle de phase qui n'est pas déterminé par la période vi- 
bratoire seule ; nous ne nous occuperons pas d'ailleurs de fixer l'ins- 
tant initial, ni de dire comment la vibration a été produite, et nous 
prendrons la forme la plus simple 

364. — Quant à la force êlectri(]ue, située dans le plan méridien, 
nous la considérons comme résultant d'une composante pcri)endicu- 
lairc au rayon E, et d'une composante radiale Er : la première est 
donnée par 

E,^:Aûy/.-^?(.-^.yi -?+?;• - €08(0 + 5) 

o a la même valeur (|ue plus haut, et on a 

sm 7. 

tg ^' = ^ 



- . a 

.•08 3 + ,; 



Ces deux forces M et E< ont le môme caractère général ; elles dé- 
pendent toutes deux de la latitude et de la môme façon et leur phase 
est la môme à grande distance ; mais à petite distance de la source 
et o' sont nettement différents : pour /* = a on a 



6' 



Quant il la composante radiale, on a 

ut — y 



Pr ^ Ali a i ;: y/. - l + ?:e - eo8 (, + 8- ^ -^ |). 
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Elle e*t négligeable an loin de>*niit la composante Iransverso. A 
causo de la différence do phase ^^ qui existe entre ces doux roin- 
posantes, la force 61e(*trique décrit en n»alité une i)etite ellipse qui 
est d'autant plus aplatie qu'on est plus loin. Quant à In perte de 
phase par rapport au mouvement à l'origine elle est intermédiaire 
entre ^ et o, mais beaucoup plus grande (|uo celle calculée pnr 
Pearson. 

366. — Ainsi la sphère permettrait de réaliser un doublet très 
amorti grâce au rayonnement; mais, Umdis quavcc Toscillateur de 
Hertz, les ondes autres que Tonde fondamentale, sont tout de suite 
d'ordre beaucoup plus élevé (a ou 3 octaves), avec la sphère on pro- 
duira à la fois tous les mouvements qui ont des [>ériodos de môme 
ordre : h moins d*exciter la sphère de façon à produire systé- 
matiquement le doublet, on obticMidra facilement les 3* et 3^ har- 
moniques intenses, au lieu que Texcitateur de Hertz, n*émet avec 
Intensité, comme un diapason, que sa (x^riodo fondamentale. 

Pour la seconde oscillation, Téquation est 

«'a» + 3x*a^ -f- 6aa -f- 6 = o 

dont les racines sont 

«a = — 1,6 

et 

aa= — 0,7 ± i. 1,8; 

lune est une onde rapidement amortie : Tautre est une oscillation à 
amortissement rapide et à période plus courte que pour n =^ 1 . 

La fréquence est 1,4 lois plus grande que celle de Tonde fonda- 
mentale (à iHîU près lu quinte et Tamortissemenl beaucoup plus 
grand. 

Pour le troisième harmonique on a une é(|uation biquadmtique 

qui donne 

aa = — 0,85 ih 'A^yG i. 

aa = — 2,i5 d= 0,8 i. 
On trouve ainsi de façon génémle des périodes de même ordre (lue 
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1 

i 
i 



S 



la période fondamentale, mais avec un amortissement beaucoup plus »^ 
grand, tandis qu'au contraire, aux amortisseuionls de môme ordre, 
correspondent des périodes beaucoup plus petites. 

366. — Ainsi, quand on excite la sphère sans précautions, on crée j 
un état oscillatoire très complexe, surtout au voisinage immédiat de | 
la surface. 11 peut y avoir dos périodes très peu différentes d'amor 
tissement très inégal, donnant Tillusion d'un amortissement foncliotv ] 
de la distance pour une période unique ; peut-être un phénomène ^^ 

ce genre se produit-il aussi avec des oscillateurs de forme différer^l^c, 
et est-il intervenu dans les expériences de M. Kiebitz ; je crois po'TMir- 
tant que dans ce cas, ce sont les réactions du résonnateur sur roF:^cil- 
lateur ipii ont joué le rolo principal '). 

367. Ondes simples. — Il semble assez difficile d'exciter une o* Jide 
simple dans la sphère ; il faudrait pour cela produire une distribu^K^ion 
centrale simple, comme celle d'une sphère placée dans un chîsi- ^V 
éh»ctri(|ue uniforme, et de plus, détruire cv champ uniforme insta»r3la- 
némont, c'est-à-dire en un temps beaucoup plus petit que la péri ^^à^' 
propre de la sphère. Or pour produire un champ uniforme il faud ^a^l 
placer la sphère enlre deux plateaux de rayon plus grand que s=J*^^^ 
diamètre; et ceux-ci auraient par eux-mêmes ime longueur d'oi"» * 
bien supérieure à celle de la sphère et un amortissement bien pï "^^^ 
petit. 

S'il s'agit des oscillations du second type, dans lesquelles la spli*'* ^' 
équivaut à un «loublet magnétique variable, on se heurt(» à la mt'i*"^'' 
difficulté ; on jiroduira bien l'état initial en mettant la sphère dar ^^' 
une bobine parcourue par un courant constant, puis supprimant (■ - '^ 
courant. Mais la longueur d'onde du circuit auxiliaire sera bien plu 
grande que celle de la sphère et ramortissement bien plus petit. 

('^ KiKBiTz. — l'eber die elerlrisdicn Schwingungen eines stabfOrmigen 
Lcilers. — Vruile Ann., t. V, ujoi. 

M. Brillouin. — Influence réripnMiuo do deux osciUnteurs voisins. — Ann. 
r/i. et PInjs., t. XWII, i(,ou. 

M nniLLOLiM. — Influence ivciprocjuc de «leux oscillateurs voisins. Oirucli^re 
arlicnlier des disconlinuilrs — C. lî., l. CXXXVI, 190:^. 
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Dans Tun et l'autre cas, on peut séjiarer les deux phénomènes, 
m rendant la variation du circuit auxiliaire lente par rapport à celle 
delà sphère. Il faut seulement faire attention à ce qu'est alors Tétat 
iaitial. 

L'étincelle auxilaire, qui provoque le changement hrusque du champ 

électrique ou magnétique, doit commencer hrusquement, et persister 

pendant un temps supérieur à toute la variation de la sphère ; c'est 

tlonc un changement hrusque de la vitesse de variation du champ 

'lueTon provoquera, ce qui est évidemment un mode d'excitation 

r^u intense, applicable seulement à des recherches de laboratoire. 

Au contraire, pour avoir des oscillations intenses, il faut comme 
Highi ou Lodge charger la sphère principale par une étuicelle émanant 
<i'une sphère beaucoup plus petite. Ces sphères auxiliaires ont un 
amortissement beaucoup plus grand que la sphère principale et ne 
troublent pas sensiblement le phénomène lointain ; mais elles ap- 
portent toujours une perturbation dans son voisinage immédiat. En 
(^utre, la distribution initiale diffère de celle que donnerait un 
lianip uniforme et disparaît d'abord aux pôles de la sphère où Tétin- 
ellc jaillit, ce qui produit un état initial d'une extrême complexité. 



CHAPITRE VI 

OSCILLATIONS DANS IN ELLIPSOÏDE DE RÉVOLt^TION 
AITOIR DE SON GRAND AXE 



388. Ëquations dtt ehamp «a coordonnées orthogonales. 

— Formons les équations de Maxwell en coordonnées orthogonales 
quelconques <,, s„ s,. 
Un élément de longueur ds est donné par : 



ds* 



S.» 



rf»,* dt* 



l'nc ligne obtenue par l'intersection des surfaces «, r= cle, «3 = de 
est normale à la surface s, = cle. 
Ceci posé écrivons d'abord les équations do Faraday : le tra\'ail de 



y*3 






•rM, 


la force électrique, le lon^ 
d*un petit circuit est égal 
à la variation du flux de 
force inagnétiiiue à travers 


C- AB 


^ 


— 




ce circuit (n* 304). Consi- 
dérous sur une surface 
,ç, == r/c un petit rectan- 


^, A 


^^ 




"~^S 


S, Fig. 


55. 






gle dont les côtés sont les 


inlerscrtioiis de lu surfaco 

« Oli' 


avec 


des 


surfaqes voisines s^ = rie 


s., f t c . 

Le flux de force est 


'- 








M. X 


surface ABCD — 
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4'où la variation de flux 

<>M, ds^ djt^ 



àt S, S3 



Le long da côté AB le travail de la force électrique est E, ^-' . 
Le long du côté CD le travail de la force électrique est 

Donc l'ensemble de ces deux côtés donne le terme 

On trouve de môme pour Tensemble des autres côtés 

finalement on a comme première équation de Faraday : 
I ,) dM, _1_ _ d_ /E3\ _ d_ /E,\ 

àt 8,83 M, \s,/ às,\s,r 

I«68 deux autres équations analogues se déduisent de la précédente 
f^ permutation. 

Les équations d'Ampère s'obtiennent de la même façon : on trouve 
^^ unités électromagnétiques 

Dans le cas où Ton veut étudier les mouvements électriques à 
^'întérieur d'un corps dont la surface fait partie d'un système ortho- 
gonal, cm chdsira les surfaces s^ = de, par exemple, de façon 
^Ue Tune d'elles soit la surface du cori)s ; il faudra écrire à la surface 
1^8 conditions de continuité relatives aux composantes tangentielles 
Mj et M3, E, et E3, et aux composantes normales {iMj, KEj. 

360. Systèmes de révolution. — Dans un système de révolu- 
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lion tous les iihénomènes peuvent tHre indépendants de luxiinutli 
Xj. Dans ce cas, les équations deviennent 
Équations de Faraday : 



(3) 



àt 



-IL. = s, S, A ilA 



(4) 



Équations d'Ampère : 

w->;-.§=-s.s,,^.(^) 

(.MK..if = s.s,[i(|)_,^(|)]. 

Nous pouvons subdiviser ces six cqualions en deux groupes cou- 
tenant l'un Mj M^ Eg ; 
l'autre E, E.^ Mg. 

Le premier correspond au système dans lequel la force magnétique 
est dans le plan méridien et la forceélectrique tangente au parallèle 
Le second correspond au système dans lequel la force électrique est 
dans le plan méridien et la force magnétique tangente au parallèle ; 
on pourra, par les circonsUmces initiales, susciter l'un ou lautre 
de ces systèmes. 

370. Ellipsoïde allongé de révolution. — Le cas particulier 
que nous voulons étudier est celui d'un ellipsoïde de révolution au- 
tour de l'axe le plus grand ; prenons comme surfaces 53 = cte^ 
le système des plans méridiens ; soit p la distance à l'axe, on a 

doù S, =z . 
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Prenons ensuite comme surfaces de révolution orthogonales les 
ellipsoules et les hyperboloûles de révolution liomofocaux, et pour 
l^aramètres «,,*,, le demi grand axe ihrf^ ellipsoïdes et le demi axe 
réel des hyperboloïdes, divisés pfir la distance focale f. Supposons les 
lieux foyers à la distance f de Torigine sur 
l'axo des - et soient r, r', les distances d'un 
lH>int M à ces deux foyers : on aura 

Soit a' l'angle FF"M ; nous avons dans le 
triangle FMF' 

r« = 7^'^' + 4/=^ — 4 A' cos «' ; 
or >•' cos «' = ;r -+- / 

r'i — r^ 



donc 



4/' 



= *i «/. 



D'autre part 



= r -' sni' a = r' 



r - cos- 1 



d'où 



(5) 



o = Mi-v')(v-o. 



Nous aurons ainsi les coordonnées du poinl 
M en fonction de s^ et s^ ; il est facile d'ob- 
tenir Tare ds : 




Fig 50 



d'où on déduit 



,..-^..&j_ 



rds,' 



S-' — »v 



(0 



\ ' / V s,- - s, 



/ 1 — s„ 



Xous avons ainsi le tableau complet des formules. 
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371. ^ Considérons le cas où la force électrique est dans le plan 
inëridien ; E^ est la composante normale à Tellipsoîde. Il faut prendre 
alors les équations en Ep E^ et M3, qui sont pour Tellipsoïde : 



/ / f . » <>Ei ï • / 1 — *»" ^ r %M \ 

4W.-E. + ^ — = _ p-/. V,-T^ ,7; (PM,) 

(y) ) ii à^ ?f V s^^ — s^* M, ^* *^ 



On peut poser 

(8) pM, = A„ 

et les équations deviennent, à rcxtérieur du conducteur 



l ?^» = -, û' 4/^ — V ?A, 
\ i>/ ?/• V s,^ — «/ d«, 

(9) ' 

iç>E,_ Q» / V-^i oA, 

( M pf V «j* — *j* d«j 

ôE 
Dérivons la troisième équation par rapport à t, et remplaçons -— ^ 

ôE 
et -- ' parles valeurs précédentes, il vient 

en remarquant (jue Texpresslim (5) de p donne 



/7J^ 



p V 5,^ - 1 - ;.,« ~ 1 7^ 
Multiplions les deux membres par p, 

^'"' d/' — /» L»,' — V iwi" «,* — «,' ««,* J 

Il n'y a pas de difficulté particulière à l'intérieur du conducteur, 
mais nous n'avons pas besoin des équations dans ce cas, car nous 
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avons vu que, pourle^ courtes pi^riode», la condition de continuité se 
réduit à ce r|ue la force électri(iue soit normale à la surface du 
cfmducteur. 

373. — Posons 

11) A3 = Ae 7 , 

h étant un nombre réel ou imaginaire. I/équation (ju) devient 

o.A(,.'-v)=(v-.):j;^+o-o'^. 

Eq écrivant cette équation sous la forme 

(..A - g*) ,.,._,)= (.-A -j;4) (..-.), 

on voit qu'on peut obtenir des solutions simples, telles que A soit le 
produit de deux fonctions, Tune de 5^ seulement, lautre de s^ 
seulement : 

M A = 8„ (50 :Hi„ (*,), 

qui satisfont toutes deux à la m^mo équation différentielle 



ou 



^- =(•-/-)«.. 



où n»,, est une constante arbitraire. 

Lorsque U^ représente 8„, 5 est égal a «, , et est plus grand que i . 
Lorsque U, représente 3^«, s est égal à «g, compris entre — 1 et 1» 

La fonction %n («1)) est consUmle sur cha([uo ellipsoïde s^ = de, 
mais varie de Tun à Tautro. Dans un espace indéfini extérieur à 
l'ellipsoïde, elle doit évidemment s'annuler pour les très grandes 

valeurs de «, à peu près comme , car s, joue à peu près le 

même rôle que r dans les problèmes sphériques. 
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La fonction Ji'^, (s^) est constante sur cha(|ue liYp«^rlxjloîil»\ et 
définit la distribution éle('tn<|ue à chaque instant sur Tellipsoîde 
elle joue le rôle des fonctions de Lejjendre dans le problème sph«Tii]ue. 
Comme Tellipsoîdc! est complet, et que Taxe i)olaire n'est [las une 
lif;ne de discontinuiU», il faut évidemment que la force magnétique 
but 



Ae r _ I r>n(s,]M)n(s,) 



eûr 



r|ui est i)er()endiculaire au rayon p, soit nulle sur Taxe polaire, au 
moins de Tordre de v^^i — s/, et par conséquent (jne X (5,) y soit 
nul au moins comme 1 — s^K 

Crtte cirronslance détermine la constante 11v, pour chaque valeur 
de 0. 

On n ensuite 

(15) 

0^, _,,..,.»■-(•'.)• •'^^'■We -f- 



/e,--" ' '^ 



373. Comparaison avec le problème sphérique. — Insistons 
un i)eu sur la comparaison avec la sphère, et montrons les analogies 
et les différences. 

( Comparons l'expression 

h cvlle ([ue nous avons obtenue pour la sphère 

M -. e-«"' (v r:^|x^ "f '•) Rnr« 

pour des vibrations analogues ; s^, (|ui esl le cosinus de Tangle de 
Tasymplote nvin* Taxe de révolution, corresi>ond à in ; s» /"correspond 
hr. 

lAMiuation en I* (n® 3bB) 



|(' -r^'^*.l,''|----''(''-^OP"(î^) 
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donne en dérivant 

^:^ L «vi J ï — i^* <>!Jt 

et la fonction qui correspond à JH'> .vJ est i — |i=*) * ". Elle en 
dîHère surtout parce qu'on sait à l'avance, pour 1*„. la valeur 
\n (« 4- 1)1 qu'il faut donner à H „, et parce que 0- n'<'ntre pas dans 
ItMiualion en P, pour la sphère. 
L'c<iuation en 11^ .n'^ 353 

<V^H„ 71 f 1 ^\\n .,> 

, -h 2 — 3t-n« -= o 

devient pour r" * 4l„ 

j et r est la fonction \Ur" ■ ' (|ui corn»spoud à V> (.^, . 

374. — On pourrait se figurer, par analogie avec d'autres ques- 
lions qu'une solution sinqde pour l'ellipsoïde, doit toujours devenir 
très p<»u différente à grande disUince de la solution sinq)le de môme 
rang pour une sphère; en un mot, que la forme «le la source doit 
toujours devenir indifférente à grande distance. Cette conclusion 
ocrait trop rapide. 

L'équation en F. tend bien, pour s^ très grand vers la même forme 
"Ppîucntc que l'équation en U/" ■ ' : car elle ne contient pas 0=^ eu 
Wdence; mais on ne sait pas à l'avance quelle est la valeur de R. 
en fonction du rang de la solution, ('/est seulement si la constante 11. 
<*lait rigoureusement ou approximativement égaleà n (// -f- i , n étant 
un entier; que la solution pour rellii)soïde tendrait vers crlle relative 
à Ja sphère, aux grandes distances. 

Or Téquation en K, qui conlieni 0- et H' montre que la loi de dis- 
tribution en latitude, h toute dislance, aussi bien grande (|ue petite, 
reste profondément différente, en général, de celle due à une sphère. 

Il est facile d'en saisir la raison en se re)[)ortant à l'interpriMation 
pliysique des équations. Nous avons vu en effet, dans le cas le plus 
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simple, qu'un doublet ne peut être équivalent qu'à une sphèro, lors- 
qu'il est oscillant avec amortissement convenable, ou à une surface 
à deux nappes, lorsqu'il est amorti pur, (n^* 325*320); il ne 
peut donc jamais être équivalent à un ellipsoïde. Ainsi, déjà dans sa 
forme vibratoire la plus simple, où il u*y a que deux zones de signe 
opposé séparées par une seule ligne neutre, Téquateur, un ellipsoïde 
ne peut pas être remplacé par un seul doublet central ; les sources 
équivalentes pour l'extérieur sont, ou des doublets distribués d'un 
foyer à l'autre le long de l'axe, ou un ensemble de sources centrales 
de tous les degrés de complication ; et cx)mme ces sources de degré 
élevé contiennent toutes des termes en -, la complexité de la distri- 
bution en latitudo persiste à toute distance. 

375. Valeurs limites de %* — Pour déterminer le cas limite, 
revenons au point de vue mathématique. Les coordonnées elliptiques 

reviennent aux coordonnées sphériques lorsque f devient nul, ^, s» 

et *,/* restant finis. Dans ce cas l'équation i3 prend en effet la forme 
des équations i6 ou 17 suivant qu'il s'agit de s^ ou de «,/*; la cons- 
tante 'H) doit donc être égale dans ce cas à w (;i -+- i) pour le /t" état 
vibratoire, lorsque l'espace extérieur à la sphère est complètement 
libre, et comprend par couséiiuent les deux parties de l'axe polaire. 
Dans ce cas la valeur limite de %„ pour 6" nul, est donc n{n -{- 1) ; 
c'est le premier terme du développement de X suivant les puissances 
croissantes de 6. 

Dans le cas où resi)ace libre autour do la sphère est limité par des 
cûnes entourant l'un ou l'autre des demi-axes polaires, soit d'un 
milieu conducteur, soit d'un milieu diélectrique différent de celui qui 
occupe la zone équaloriale, ce ne sont plus les fonctions Pn de rang 
entier qu'il faudrait employer; dans les équations relatives aux 
coordonnées sphériques, les n ne seraient plus entiers ; il faudrait en 
déterminer les valeurs par les conditions de continuité à la surface des 
cônes; la suite des nombres n serait donc fonction des latitudes X,. X^ 
de ces deux cônes. Il en serait de mémo dans les problèmes ellip- 
tiques correspondants où les surfaces limites sont les hyperboloîdes 
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a>^nt ees mêmes oAnoa pour rànes asymptotes ; et lo premier terme 
(la développement des 'ïl>ii en puissances positives do est encore le 
produit n(n -t- i) déterminé par le problème spliérique eu fonction 
des deux latitudes limites X^ X,. 

376. IUob«rob« de la fonction KM- Méthode de 
11. Maolaiula. — U faut donc avant tout former la fonction ^"> (t^). 
Nous suivrons pour cela, à quelques différences de notntion près, la 
même marche que M. Maclaurin, qui 8*est livre à une étude appro- 
fondie de cette équation et de celles plus compliquées qui se pré- 
sentent, lorsque razimuthdu plan méridien intervient (*). 

Nous avons vu que la fonction cV. doit s*annulor comme (i — »,*i 
sur Taxe polaire ; prenons donc» avec M. Maclaurip, la fonction cV. 
sons la forme 

réqnation i3 devient 

(is, (i — 5») ?^ _ 4, '^'/ H- V t— 2 -f- 11, — 0-* 4- r-s') =^ o, 

Nous pouvons prendre comme intégrales de cette équation soit une 
série déveloj[^pée suivant les puissances [mres de Sy soit une série 
développée suivant les puissances impaires. 

377. Série paire. — Posons 

(') Macuukiii. — On the Solutions of tho équation (V^ -f- ^-2) ^j, = o in ellip- 
Uc coordinates andthcir phystical applications. — Cambridge Philos. Trans^ 
'*9^99- — Vol. XVI!, p. 4i-io8. — Section II. Sphorolds, p. 79. 

Notations : 
Madanrin — r y(i — a:2) V^ p. 

Texte du Uvre —s % — 0=* — Q- + %. 

Le cas particulier qui nous importe est celui de n =^ i (notations Maclaurin). 
p. 8i.' 
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et substituons dans 18, nous trouvons pour coefficient de s-'", qui 
doit rtre nul quelque soit m : 

(19) (•im-hi)(2W-+-ii>.^^ j — [^2m-M)(2m4-2)— '1\.-+-0^]a^^4-0^aj,„ — 

Si on prend m égal à — 1, et si on choisit a _, nul» cette équation 
donne, de proche en proche, a -4, a.^, ... tous nuls. On peut dom*^ 
prendre une série exchisivemeut formée de puissances positlvcri^ 
et si on clioisit a^ égal à 1 , on en déduit 






i.'i 



_ — ]\-^(i' -H 3.i 02 

,oV ' — rt. -I- 0- -i- 5.1) 62 



_ —'IV -f- OM- (a//* -4-1 (am-4- 2) 02 



uo 



Le rapi)orl d'un coefficient au précédent est 

?/-±x =: . -, -;"' :;^- ^L _.. 1 '^:' «i». u 

378. — Deux cas peuvent se présenter : 

i** Le rapport -'" * y^^f^ ^,,,- quand m aufpnente indéfini- 
ment ; alors le premier et le dernier tenue de droite tlans Tcqua- 
tii»n (10) tendent vers zén>, cpiand m croit indéfiniment et on a 

Lim. -•-'--- = 1. 

La série est alors siiix^nent divergente i)our 5^ supérieur à 1 ; elle 
lest aussi [)Our vN- -- 1 . comme on s'en assure en constatant que 
l'expression m ( '^*"- 1 ) est inférieure ù 1 . 

thi a en efft»t comme valeur approchée 

a, ^ , _ 1: 
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d'où 

Lira, m /-^«^ - i) =Lim. ~- = o. 

Celte première série devenant divergente sur 1 axe, quel que soit 
% ne peut donc être de nul usage pour la fonction ^ relative aux 
ellipsoïdes complets. 

ï* Le rapport -i^-iJ tend vers zéro quand m augmente indéfifix^ 
ment. S'il en est ainsi, le second membre de Féquation (20) tend vers 
zéro; on a par conséquent à la limite 

Lim. -?i^ '' 



La série est alors convergente dans tout Tespace, pour toute va- 
leur réelle ou imaginaire de s, et converge au loin, comme Cosh, (0^). 

Cest cette série qui convient seule pour former la fonction % d'un 
ellipsoïde complet, lorsque celle-ci est paire. 

379. Série impaire. — Posons de môme 
(îi) y = ftj « 4- 63 5» -H 6.. s^ -h... -h «»,^ _ j s^'"- * 

et substituons dans Téquation (18) il vient 

Cette relation de récurrence conduit aux mêmes conséquences que 
la précédente. 

Lorsque le rapport ,^'"'^' reste fini, sa limite est 1 , et la série est 



Im — 1 



divergente pour «• = 1 ; elle ne nous est d'aucune utilité. 
Lorsque le rapport .^'"^ ' tend vers zéro, pour m indéfiniment 



0^ 



croissant, la limite est ; c et la série est convergente pour 

' am [2m -4-1) o r 

toute valeur de s, et au loin comme Stnh (ds). 

C'est celle qui convient pour former les fonctions H) impaires d'un 

ellipsoïde complet. 

22 
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380. Condition pour qae '"'^"^ tende vers zéro. — Cette con- 

dition relative à la valenr limite nulle du rapport -*^^-? fournit une 
équation transcendante entre N et 6*, dont il faut déterminer ap- 
proximativement les racines (^). 

Nous avons déjà remarqué (n^ 375) que ces valeurs se réduisent à 
7i (n + i)f lorsque 0^ s'annule; nous admettrons ea conséquence 
qu'elles sont en nombre infini, et qu'elles restent distinctes lorsque 
6=^ est différent de zéro quelconque. 

En prenant n impair, égal h 2p — i, on annule le terme indépen- 
dont de 6* dans le p'« "• coefficient a^^ ; et lous les coefficients qui 
suivent ont 0^ en facteur, mais tous ceux (|ui précèdent ont un terme 
constant. 

Cette détermination fixe la valeur du terme constant a de tous les 
coefficients inférieurs à a,,, et donne 

«i.-« = 1' TTT— J L' M~" J L J L ■" 2p-3.2;)-2 

t _ ap — 1 . 2p 1 r __ ap — i.ap 1 
1. 2 J '" L 2p — 5. ap — 4j' 

Cela posé, les formules donnent 

'^^ ^ 2p. ap — 1 [«if'-î— ^«P-v — «2^.- iOj 

%= 2p(2p— i)-i-Q,e». 

Appelons N^ la partie indépendante de e^ dans Q,, nous aurons 

^^^'^ 2p.2p-i [%~.-%-^-%-«^^] -^-^'-^ - 

Si maintenant nous déterminons N^ de manière que a,;, ^ j ait en 
facteur 0^ tous les coefficients suivants auront aussi 6* en facteur : 
cela nous donne 
..,.._,. (2;; - - 3) (2p — 2) 2p, gp— 1) 

^2J) .>j— .1 -+-2p.(2p— ij— (ap — 3)(2p — 2) (2p-M)(2p4-2)— 2p(2p — 

(i) Voir Maclàceih. — Loc. cit., p. 49, p. 69 et suiv., p. 8a, p. 84. 



a, 
en posant 
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381. — Au moyen de cette valeur de N,, exacte, nouspouvons 

calculer les termes en 0> dans a^ ^sp-ai le terme en 6^ dans 

a,p. Posant 



ïb = 2p. (ap —0-4- N,e« -f. N,e* 



nous pouvons calculer le terme en 6* de fl,p + „ a,^ + 4 au moyen de 
N4 seul. Ecrivant que a,^^.^ commence par un terme en 9«. nous 
déterminerons q^. 

Au moyen de ce N^, nous déterminerons tous les termes en 6* des 
aj... a,j,»_,, et tous les termes enô' den^^, a,^ +. ^,.. Dans les termes 
en 6« deflj^+e... entre en outre Ng, dont nous déterminerons la 
valeur en écrivant que a,^ 4. , commence par un terme en 0*. 

D'une manière générale, le coefficient N,^ de 6** dans % sera déter- 
miné en écrivant que a^^ ^ ,^ commence par un terme en 6*^ + *. 

La détermination se fait de même en parlant de % =(2/» + 1) ap, 
pour la série impaire (ai), (aa) (n^ 379). 

382. — Voici les premières racines, telles que les a calculées 
M. Maclaurin en suivant une marche différente de la précédente. 
i*> Série paire : 

(a4) {U^=ia-i-le»-h '""^^ '^^ • 



i5 77. 3*. 5« 

3o-h 
a'* Série impaire 



W' = 3o+?5 6« + -il^^e^ 
39 7. J*. ij* 



7 1029 ^ 33. 7»^ ^•'• 

(a5) ^ U- = ao + 4? 6^ 4- -^4^, ô* + . .. 

^ 77 7^1*13 ^^ 

Les racines U qui correspondent à la série paire étant différentes 
de celles qui correspondent & la série Impaire, nous avons donc pour 
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chaque valenr de %, ainsi déterminée, une intégrale de réquation 18, 
finie dans tout le plan ; nous rappellerons y^ . 

Pour avoir l'intégrale générale de Téquation 18, relative à cette 
valeur de %, il faut en trouver une autre, de parité différente, et qui 
deviendra infinie pour «* = 1 . 

383. Equâtionfi entre % et 0^ -— Au lieu de procéder de proche 
en proche, on peut former directement Téquation qui détermine % 
comme je vais le montrer. 

Considérons réquation i3: 

et l'équation 

(27) an-. _ n (n + i) 

L'intégrale U développée en série paire ou impaire a été formée 
n°* 377-379, et les équations (19) et (22) donnent les coefficients 
successifs. 

L'intégrale V est connue : 

(»8) V = (.-.«)±P,(s) 

Pn étant la fonction de Legendre de rang n. 

Multiplions la première équation par V, la seconde i^ar U, formons 
la différence et intégrons entre — 1 et -t- 1, il vient 

uv 



Lorsque n est entier, V est nul pour s = ± 1, et — est fini. Si 
donc nous voulons qu'il en soit de même de U, le premier membre 
est nul, et l'on doit avoir 

(29) û« / VXnds - [Il - n(n -h 1)] / -^^ ds = 0, 

J^ I ^^— I 

quel que soit le nombre entier n. 
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En remplaçant U par (i — s^) y, et V par sa valeur, l'équation 
devient 

(3o) [%-.n(»+i] / {s^'-Di/^J^ds+Ù' / (.s^- i/y^^-c/s-o. 






384. Série paire. — Cherchons maintenant, au moyen de cette 
éi|oaUon, une des racines de la série paire, n impair) et regardons 
en même temps les coefficients comme développés suivant les puis- 
sance de 6». 

avec 

% = n (n 4- i) + N,e« -i- N,0* -f- ... 

<>P 
Prenant Féquation (3o), relative à cette même valeur de n, - 

est un polynôme de degré n — t pair, indépendant de 0, et nous 
pouvons déterminer les coefficients de proche en proche par une 
marche régulière. 
Les équations ( 1 9) développées suivant les puissances de 6^ donnent 

m (2m — 1) (a,^, ,^ — a„„ _ ,. ^^) = a„„ _ 0, 2;,-î — ^im-:. 2,, _ 3 

I H- JNjaj^_-2,jp--2 



! -4- \ -ï 

Quel que soit m, les coefficients de 6^/' sont complètement déter- 
minés au moyen des N jusqu'à N,^, compris, et du terme constant, 
"o^i;,» qni reste arhitraire, et que nous prendrons nul pour toute va- 
leur de p autre que zéro. 

385. — Dans l'équation (3o développée en 0-, nous rencontrerons 
les intégrales 



■ A....' ."^ 
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P„ est égal à 4- i ponr s = -h i, et à — i pour s= — i (n im- 
pair) ; le premier terme est donc égal à a. — Quant à l'intégrale du 
second terme on sait que dans le cas actuel (n impair), elle est 

lie à zéro pour am — i < n, et à 



fi-i-^ n — (^>^— ^)f^^^ — 4) (2m -h 3 '- n) (2m -^ i—n) 

(ôô) 2ii«, „ — 2 (a^^i)^j^^3j (2;^^ n — a)(am-hn) 

pour am — 1 > n, avec la valeur a -— , si n = 1. 

L'équation (3o) devient 

On a d'ailleurs évidemment 

Ecrivons séparément le coefficient de de 6*'' + * dans cette équatio n 
il vient : (34) 



■^ N,^ 2^ («,„, 2 - 3t„„ _ „ j) am n^,n 



= 2 (*«"•' «f "" ^""'^ -2.2,,-^ *2m-4. «r) ^^"' "m.n. 

L'équation (Sa) ayant déterminé les coefficients a,^,^^ au moyen des 
N^^, réquation (34) détermine N,^ + 2 au moyen de ces coefficients 
*2*»2;i et permet une nouvelle application de Téquation (3a) pour la 
détermination des coefficients a^^^^^, ^ ^, 

Ce calcul de proche en proche, est d ailleurs, réduit en formules, 
le même qui a été indiqué au n" 381. 
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386. — Le résultat final est le développement de la fonction y 
suivant les puissances croissantes do 0* - * 

iy = Yo-he%-f-e>Y, 4-... 

avec 

etc.. 

On peut d'ailleurs écrire lacileuient les équations différentielles 
qui définissent les fonctions Y^, Y,,... ou mieux, les fonctions 

(Uo=(i-*^)Y„ 



du développement 

L'équation (i3) développée en 6* donne 
05 



(36)/ 



os 

"-''>^'*"'"*"""-î-[N,U.,.,H-N.«.,.. + ...H.N,U.] 
L'équation qui détermine les N, développée de môme, devient 



"'•/. 



^ [(i - s^)V,^, - N,U,^.-N,U,^, _ ,-... N,^. 4- ,Uo]rf5=o. 



et détermine N^,, 4 ^ au moyen de U^,, ... U.,^,. 
Le mode de formation classique d'une intégrale particulière des 
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équations (36) avec second membre, n*est ici d'aucune utilité; 
Vintégrale particulière ainsi obtenue devenant infinie pour 5=1. 

387. — Série impaire. — Posons 

(38) ^m4-l=2P,m„,0^ 

et encore 

% = n (n -M) 4- N,e« 4- N,e* 4- ... 

avec n pair. 

L'emploi de Féquation 3o avec la même valeur de n permet la 
détermination des coefficients N de proche en proche. Les équations 
(a 2) développées suivant les puissances de 6' donnent (39) : 

H-... 

Dans réquation (3u) développée en 6% nous rencontrerons les 
intégrales 

le premier terme est égal h a ; Tintégrale du second terme est, 
comme on sait, nulle pour 2 w < n, et égale à 

(i \ u- — ^J±{^^^^ — 2) .... {2m 4-4 — n) (2^/i 4- a — n^ 
L4o; 24,„.„ — 2 ^^^^^ _^ i)(2m 4- 3) .... (2?/i 4- 1 4- ni " 

pour 2m > n. 
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I/équation (3o) donne alors pour le coefficient de ô*/' + «, (4i) 



= (?. 



- -\ 2 (Pi-- ..«. - P2-2.) (^'^ -+- *"m.« 

+ y (Pim-4.1^ — aP8m-2.2;> -*- hm,ii) {^^^ -»" "» m 

Ces équations (4o) et (40 détermineront les coefficients p et N. 

388. Recherche d'une seconde intégrale. Méthode de 
Maclanrin — L'une ou Tautre des méthodes qui viennent d'être 
indiquées permet donc de former de proche eu proche les termes du 
développement en 6* d'une intégrale U de Téquation (i3) et de la 
^eur de % qui rendU : (i -— s^) finie dans tout le plan. L'intégrale 
ainsi obtenue donne la fonction ^K^j) Q^i définit la distribution à la 
rarface des ellipsoïdes. 

11 reste à trouver une seconde intégrale, correspondant aux mêmes 
valeurs de U, pour avoir par addition l'intégrale générale. Cette se- 
conde intégrale, de parité différente de celle qui reste finie dans tout 
ie plan, deviendra infinie pour s- =-- i, comme nous l'avons déjà re- 
marqué (n"" 382). 

Plusieurs méthodes peuvent être employées pour cette recherche : 
indiquons d'abord la méthode classique employée par M. Maclanrin. 
Soit yi une intégrale paire, et z l'intégrale impaire de l'équation 
{i8) pour la même valeur de %. 
Posons 

(4a) z = y {il 4- V 

en appelant u une fonction impaire, qui devient infinie pour s^ = i, 
et V une série, également impaire, convergente dans tout le 
plan. 
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Substituons dans Téquatiou (18) il vient : 

(1 — S-) ^'^, — 4* ^- -h ('11, -- 2 — ft:î -H A's^) V 
J ^ ^ àS^ dS ^ ' 

(J3) { 

-+-2(1— *=*) -— - H- y. (i — «•^) -5 — 4« — I 
Faisons disparaître le terme en y^ en prenant 

(44) „ = ;[,«g?^I-.^--i_-^_L.]. 

ce qui donne 

au ^j I I I 

57 ~ s — 1 s -^ 1 (« H- i)~* "" (« — 1)^* 

et porté dans Téquation (39) la transforme en 

(45) (i— 5*)«gJ— 4s(i_s«)^-h(tL-2-0»H-eV)(i— s«)u=^». 

389. — Posons 

(46) v = Ai5 4- A3S' -^ ... -+- A3,, 4. , «*"»+ » 4- ..., 
et rappelons-nous qu'on a 

y, = do H- «»«* -H ... ^- flim «'"* H- ••- 
puis, identifions terme à terme : il vient 

6 A3 4- (% - 6 — e«) A, = aa, 
20 A5 -f- ( % — 26 — e*) A3 = 4a^ 
42 A, -H (% — 62 — e*) A, +- (26 — % — 26») A, — e*A, = 6a, 

et en général 

!2m (2m 4- 1) (A„„ + , — A„,_,) 1 

^ [<n, - 2 ~ 2m(2m-3)- e«] (A,,„^. ~ A,,_.3) I = 0. 
H- 0» (A,i„_3 — A,„,_5) — 2ma,^ 1 

Le coefficient A, reste indéterminé, car on peut ajouter la série 
impaire (il) sans cesser de satisfaire à l'équation différentielle, — et 
cela, joint à la présence do 4 coefficients consécutifs dans la rela- 
tion (^^4; ', rend ce mode d'intégration peu maniable. 
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Noos nous contenterons de noter que la seconde intégrale de- 
vient infinie ponr s' = i, comme la fonction u» (44). 

L'intégrale dont nous avons besoin pour 8 {s^) n'est pas en effet, 
l'intégrale de parité différente do X» ; c'est celle qui correspond à 
Tonde émise, qui est la somme des deux intégrales paire et impaire 
multipliées par dés facteurs convenables. 11 est plus simple de la 
former directement. 

390. — Recherche directe de l'intégrale pour Tonde émise. 
—Pour cela formons une intégrale de la forme générale indiquée par 
Laplace 

m 

Substituons dans Féquation (i 8), il vient, en supposant <p indé 
pendante de s, 



y= I e^^?(OrfC. 



) / [(i-,=)e«î;»_ 



(49) / [(i-«-)e«î;»— 4«oî:^-'n-2- oM-ov]ç(c)e^^rf;=o. 

D*autre pari, si la fonction <p satisfait à une équation du second 
ordre 

on a entre les mèitfes limites 
en intégrant par parties, 

(^o[^H - ^("^ - :t)]> f^ - ^f - ^ ^] « =» 

*^ a 
Si les limites a, b sont telles que la parenthèse s'annule, Téqua- 
tien (5o} a pour conséquence 
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qu'on peut identifier à Téquation (49) pourvu que Ton ait • 

Cliercbons à satisfaire à cette équation en laissant/), q, indéijcn- 
(iants de s comme cela est nécessaire pour que o le soit aussi, et 
posant 

il vient 

Identifiant terme à terme, on en déduira 

S = 1 - C« 
pS = o 

^s = % — 0^ H- 0^;*. 

I/équation (5o) en o est donc identique à Téquation (i3). Soit 
donc y, la première intégrale, valable dans tout le plan, (382; <»!)- 
tenue pour l'équation (18) nous pouvons prendre 

o(;) = (i~!;0/Aiï). 
et dans (48) 

.^3) y,is)= / - ÎO Z/i iî) e^^ rf; 

si les limites a, b, sont convenablement choisies. 

391 . — Portons ces valeurs dans le i)remier terme de Téquation (5 1 ) 

(54) Z 5 + o (pZ _ ^f ) = e"*' (. - î';' [f " 0* y.] 

Cette expression prend la môme valeur nulle, aux deux limites 
a = — 1 , i = -+- 1 , quel que soit s. On peut donc adopter ces deux 
limites dans un premier cas, et on a (55) 

Ml - îOi/. (0 e''^/; = 2 / M - ;^) [,M^) e"*'*-H y.(- î) e" *'-*] . 



i 
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Cette intégrale^ de même parité que y,, et évidemment finie pour 
^ — ± I , et dans tout rinlcrvalle, ne peut différer de y^ que par un 
hc4eur numérique : 

392. — Pour avoir la seconde intégrale, supposons que nous avons 
pris celle des deux valeurs de dont la partie réelle est négative, et 
prenons pour limites a = + i, 6 = h- œ : 

(56: 

'4- I 



/^f oc 



Cette intégrale diffère cert^ûnenient de i^^ car elle contient à la fois 
des termes pairs et impairs. 

Los tenues de la formule (54) sont d'ailleurs nuls pour ï = i. 

Pour ; == 4- », rappelons nous que les termes éloignés de la 
série y, deviennent les mêmes que ceux de GA o;, ou de SA o; sui- 
>'ant que y, est paire ou impaire. Il en est de môme de —^ ; les termes 

qui deviennent grands sont ceux dont l'ensemble équivaut à e"" ^ . 

car la partie réelle de est négative; après multiplication i)ar 
e r *^^ ils donnent un ensemble qui correspond à e ' ^* "" '\ Si donc 
on suppose s plus grand que i, et la partie réelle de négative, 
comme il a été dit, rensemblc de ces termes décroit indéfiniment 
quand ^ passe à Tinfini. L'expression (54) est donc nulle aussi à 
la seconde limite, et y^ satisfait bien à Téquation différentielle. Ces 
mêmes considérations montrent que Télément sur lequel porte Tin- 
égrale (55) décroit comme e^^' ^* ~ ^^ et par conséquent que l'in- 
tégrale est finie pour toute valeur de s plus grande que i, et décroît 
exponentiellement à grande distance. 

C'est cette seoonde intégrale, ([ui correspond à Tonde émissive, 
et à la fonction C (s^) 

303.— Du développement de y^ , on tire immédiatement le dévelop- 
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pement de y, suivant les puissances décroissantes de s^, en intégrant 
terme à terme : 

Posons 
(57) :^ (Ç) = (i -. ;*) y (ï) ^ 2 ^^''"'^" 

et rappelons-nous que 

>r - - — -+- ^'?î^::^*-) -f- -4- -^1 

Il vient 
(58)8(..)=(i-..')e»'' [- -ë,f +2 9V,i" "2 "S V ^-J 
La signification des coefficients est évidente : 

V m (m - 1) Jl« = cV/ (H- 1) 
etc. 

L'intégration par parties aurait conduit au même résultat. 

394. — Les coefficients de la série (5i) peuvent être déterminés au 
moyen des coefficients ,i„, et par conséquent des coefficients a« ou b^ 
{n"" 377-379). Mais il est plus simple de recourir à Téquation diffé- 
rentielle pour les déterminer comme nous allons le faire. 

Posons 

L'équation différentielle (i3) devient 
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La fonction ^, lorsqu'on emploie les valeurs de 'Tl> que nous avons 
détermint^s, s*annuIo au premier degré pour s = i , ou ^ = o ; on 
peut donc la développer en série de Taylor 



3 



(61) 3i\ = zK' -i- -\ JC' -h f , JC 

les 3fC.', K\ 36'', étant précisément ceux de la série (69) pour 

Portant le développemeut (61) dans Téquation (60), et identifiant 
les coefficients des mêmes puissances de z, il vient, en fonction de^ 
^', seul qui reste comme coefficient arbitraire de toute la série : 

2 M'." = (jI — Av.' -h 26W/. 



{m — i) \m.m — 1 / m — i 



Cette relation générale (St)) entre 4 coefficients consécutifs montre 
qae pour m très grand, le rapiK)rt d'un coefficient J^"* "*" * au précé- 
dent JCV" peut s'approclier de Tune ou Tautre des deux limites 

> ou H- 0. 

2 

L'étude de la série y^, montre que pour la fonction cV., avec les dé- 
terminations particulières adoptées pour les 'n>, la limite sera + 0. 

La série (69) définit donc la fonction 8 dans tout le champ recolle- 
ment utile, et jusque sur Tellipsoïde réduit à son axe. 

En tenant compte des relations (62), les termes les plus impor- 
tants de la série 69 à grande distance, sont 

(63) 8U,) — -p- e 1^1 __ H- -j„,, ., +..J. 
Ce développcmenf, excellent pour le calcul des valeurs de la fonc- 
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tion quand est connu, ne peut être d'aucun usage pour la recherche 
des valeurs de 6 qui satisfont à une condition déterminée; car 6 entre 
à la fois dans les numérateurs 3é', Jc^\ ... et dans les dénominateurs. 
Tous les termes de la série (63) fournissent donc un terme indépen- 
dant de 6, etc. et la série en 6 que Ton tirerait du développement (63) 
serait illimitée dans les deux sens, ce qui ne se prête pas simplement 

d8 

à un calcul approché des racines 6 de — , qui sont le but ultime de 
notre recherche. 
11 faut donc donner à la fonction S (s,) une autre forme. 

395. — Deuxième forme de l'intégrale d'émission. — 

Ramenons les limites de Tintégration à être finies ; c'est ce qu on 
fait facilement à Texemple de M. Abraham en remplaçant dans 
(62) y 1(0 par son expression tirée de (55) : on a alors, 

/« /^+ 1 

rf; (i - ;*) e'^^' / (1-5*) y, il) e^^' dl 

et en changeant Tordre des intégrations 
Mais on a 

i-' -+- 1) 
■ « '«»(« + î)« — aO s + t) + 1] 



«•'(»■ -*-îr 



_ , J (■' ■)- ?» f î L_l 
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et enfin 

396. —Cette formule peut d'ailleurs ôtro obtenue sans passer par 
l'intermédiaire de Téquation (55) comme on va le voir. 

Cherchons à obtenir la seconde intégrale sous forme d'intégrale 
définie 

*+^ 
(66) y= / :r^(ç).;(5 4- {)e^^* + ?'rf 



'-£ 



CD choisissant convenablement la fonction '\. Formons les dérivées 
t/_, 






3& (0 [O'rJ, H- i0.y -+- '^/'l e" (* + ') ^/; 



et snbgtitnons dans l'équation 1 8 : 



W d5 



l_-f-4'[0i'(i— s>) — 4s( 



4s] 



\^~y 



— 4sO-t-U — a— 0»+0 '1 



Eliminons U au moyen de l'équation i3 à laquelle satisfait . 16, 
l'intégrale devient 



( ^(l-s')-^•-^-4''[»l>(l - 
»(»+Ç) ] |_ -(- 4- [0^1 — 5') — 4*9 - 



^-^^f (?'->) 



- «^ - 4«] 

23 
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397. — Intégrons par parties le dernier terme : 

M' + l) fL (s -I- tW^2 — iV 

ai 



f 



e'X-' + y H* +?)(«' -i)^rf5 = 



— I 



■ / e»(' + 5) [({> _ 1) i' + e (Ç« -1)4,-+- 2Î4-] ^ de. 
,p<'+?)(e«-.)^-^]^|. 



Le terme intégré s'annule aux limites, à cause du facteur 5^ — i . 
Une seconde intégration par parties donne 



/ 



+ 1 

d'm 



ee(* + ^) (^4-;5){5'-i)4'V?^^ = 



— I 

e 
— I 



■/ 



(^ + [(5«-i)f4-(20({^-i)-f-40V^-[0X5'-O-^4eç-^2>] 



+ 1 



Le terme intégré s*annule encore aux limites, lorsque la constante 
U a été choisie, comme nous le supposons, de manière que H soit 
aussi nul aux limites. 

II reste donc conmie second membre de Téquation (67) 



/ 



(, _ s*) y + [26 (1 — ««) - 4«] y 

■+■ {{• - 1) -^' H- [26 «» - 1) + 45] 4-' 



<- [«' (?' — + 49? -+- »] i- 
Or la parenthèse se réduit facilement à 

(? - *) [a -H *) -t' -H [4 + a» (Ç + a)] 4^ + ah]. 
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3W. — Pour que Téquation (i8) soit satisfaite par rexpression 
(66), il faut et il suffit que le second membre de l'équation (67) soit 
Dul, et par conséquent, que la fonction ^ (s h- 5) satisfasse à Téqua- 
tion 

(««) (î + *) g^ -H [4 + 2O (: + s)] ^-| + 40-î' = o. 

On y réussit en prenant 

fonction qui reste finie dans tout le champ d'intégration « > 1, et ne 
devient infinie que pour 5 = i (*). 

Lintégrale 

r.+ i 

(1) M. M. Abraham est condait à mettre Tintégrale sous la (orme 

«• l \'l "r îj 

r(lfaM. Ann.) Bd, 5a, p. 108, formule (36) : 

c. Hn {X) = (I - a;«) / d« E„ (a) ^^ 



Ç = p (07 -+-«). S, (?) = ae?, 
E correspond èi notre 2^, 

n » » 8r 

d? » » «1 ; I 

Il faut qu'il y ait quelque lapsus dans ses considérations fondées sur des 
identités de développements en série, et remploi des fonctions limites pour la 
sphère, car cette fonction ne satisfait pas & Féquation (i3), puisque ^ == ~. — '— — , 
ne satisfait pas à Téquation (G4). 
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est (Jonc bien celle qui convient \>out représenter une série de sources 
(lispost^s sur Taxe s^ = i entre les foyers db f. 
Telle qu'elle est écrite, Tinlégrale corres[)ond aux sources émissives 

puisque nous avons pris pour facteur de temps (m (n"" 374; e ^ ' 
Pour avoir les sources absorbantes il suffirait de changer le signe 

de dans la formule (69), qui satisfait encore à I équation (18) puisque 

celle-ci ne contient que 0-. 
On peut encore écrire C4îtte intégrale sous la forme 

399. Séparation des termes de même parité. — 11 est 

d'aillcui's facile de séparer les termes d("! mAme parité, soit sur l'inté- 
grale, soit sur son dévelopi)cment. D'abord, dans l'intégrale, il suffit 
do remarquer que Ton a identiquemi.4it 






dont les deux premières lignes sont paires, et les deux dernières 
impaires. 

La somme des intégrales 
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ne diffère donc de ij^ que par uu facteur constant, pour les valeurs de 
5, >uiM'Tieures à i . Leur différence est la fonction de parité différente 
dp V,, recherchée au n* 388. 

Dans le développement 73 (n° 40O) les termes se trouvent natu- 
rellement groupés suivant leur parité, soit dans les coefficients 
9G„_i — G„, soit dans leur facteur en s. Il est inutile de les 
éCTireici. 

400. Développpement de B en série. — Développons Tinté- 
grale (6y; en série. La fonction :^ (?) étant développable en série 
convergente dans tout le plan, nous pouvons écrire 

en posant 



17^) 






^« = è\T^-[^""'"^(-^^)J 









Portant dans l'intégrale (69), il vient : 

m = ce /^"J" ' 

ê(i,) = 2. (,,. - g V (eG,„_, - G.) / (., -f- 1)— 3 rf{, 



Wl = o 



■.^•i*.. 
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ce qui donne, en effectuant les quadratures : 



(73)8(».) = »^^^V^ 



Go/ » 






*i H- 1 



+ (eG.-G.)iog;-|^ 

4- 2 (60, -G,). 



r+-(8G,-G,) 



(». + i)' - («. - 0' 



^(eG.-.-G.,) ('--^')'7:i.<r'^""' 



avec (74) 



OG.^,-G„. = ^-lj 



1 2 

1 2 i 



7n I 



p\ {7n — p)\ 

... 4- (m — 1) 0'"^ 



(/) — i)0/'^i"'-i*^ 



Le premier et le troisième termes de ce développement devien- 
nent infinis comme l'indiquait la formation de la seconde intégrale 
(n° 388). Ecrivons complètement les 3 premiers termes en fonction 
de //,, toutes réductions faites : 



iiw=i=.(-'.^-') 



401- Formules de récurrence. — On peut former facilemen 



.^'ï^. 
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réquation de récurrence qui permet de déterminer de proche en 
proche les Gm ou leurs combinainaisons utiles. Posant 

(75) :fé{^s,)=^3i(-s,)e^'\ 

ce qui définit la fonction X en ^, et portant dans l'équation (i3) 
celle-ci devient 



(sr — i)( —7 r-4 — 26 -7 c ) = 



cette équation définit la dérivée seconde, et donne pour les dérivées 
suivantes la relation récurrente 

-h (m — i)m [XH — a05C("»-*)J ] 

les dérivées étant toujours prises par rapport à — «i. 
Comme on a d'après 75 et 72 

{76) 3iM=zm\ e-^^^G^, 

il en résulte : 

( (*i' — (^ H- 1) [(W -h 2) Gm 4- a — 20 Gm + 1] ] 

(77) - 2m8,[{m 4- i)Gm.\ , - aeGm] > = %G„,. 
(+(m-i)[mG«-îeG«_i] ^ 

402. — Posant maintenant 

(78) eGn.-,— Gm=Jm 

on déduit facilement de la relation précédente (77) une relation ana- 
logue pour les J : 

|e„_,(««— i)(w-4- i)(m 4- 2)3m^i 

(79) ^ ■■ )=o 

i4-[2(m— i)e^_,-f-(4(m— i)Os-i-(m — 2)(w — 3) — u)e,„]j„ 
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on posant 
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\ H,„ =e2(s^ — i))n{m H- i) — aOsw(m — i) 

Toutefois, cette relation de forme compliquée, est d'un usage 
moins avantageux que la précédente (77). On a d'ailleurs 



puis, par l'équation (82 



(80) J, = ■ 



, J, .- - U ' 



en. ^W-^^) _ . ar//. < ' '') 



et les autres, do proche en proche. 



= 4- 11^ ' 



403. Ellipsoïdes allô âgés. — Posons, pour éîudier les eUip- 

soïdes allongés, 

s^ ^= i -h i 

et développons le second membre de l'équation 73, en nous rappe- 
lant que dans les développements 72, qui définissent Go,... G,„, .. il 
faut remplacer s^ par — ( i -h s)- Cela donne 



Nous obtenons ainsi (81) 



8(14-0- 



3fC(._ ,) j(;(_ ,) 



X' (— 






K' -+■ 136" — iH'SC 



J'-sH-' 



-+-£ 



-, 4- ~ -+- - ^'' 
422 



-f- ^ (— ^'" 4- 3e^j<;' 4- 20='j(;) 



w* — 2 



(eG,„_,-G„.)4-... 



I 
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! Dans celle équation, 3^6 ( — i),K'(— i), etc., peuvent être dé- 

j diiiU de réquation i3, comme l'ont étr c1é(i), 3K>'(i), au n° 304 , 

; on obtient (railleurs les formules récurrentes relatives à ( — i), en 

changeant le signe des dérivées impaires dans les formules 62 

dun*3Ô4:(8-i) 

M' = — %3fé' 

— 1 ^m (tn — 1; / m — 1 



M 



^(— 1) est nul, comme *V>(i) à cause du facteur s^ — 1 

dansJC. 

404. — Les formules de récurrence des n" 401 et 402, se sim- 
plifient un peu, et donnent 

(83) r — (4^Q -^- r n(m— \ ) — Tl) G„, — 2O (w — j ) H^n --j 

'"*^* ~ 2//1 (m -+- 1) 

d'où l'on tire 



G, 

G, 



4 
32fl» — n6% 4- % (U — 2) 



48 

3 846'— 176 e'u + a4 fl'n>;^— 'ib' + 9B o^— 7^0 n, + » %'— 12 % „ 
= -- -87144 " '" '" " •■ 

;tc. On a d'ailleurs 

J,(,) = o, J, (,) = _G,(i)=-36'(-i). 



362 
De là on tire 



PROPAGATION DB L'iLRCTRIClTli 



j. _ + _. G, 



J,= 



U' — a%— 16 0' 
48 



G, 



G, ( 3848» — iiae»u + a4e'n) + 'n,» 
*~ 87T44 I — 96O» — 8%» + uU 
Portées dans l'équation 81, ces valeurs donnent (84) 



— 1 



K'-t-'=)^,G, < 



H-e 



1 _3U 
i 4 

U« — aU— i66« 



-t-4J4 + .. 



pjTO ~" I 



m — 2 



-Jm-^. 



Lorsque 6 est connu, % s'en déduit et cette formule permet le 
calcul complet de la fonction 6 près de la ligne des foyers. 

405. Troisiôme forme de Tiiitégrale d'émission. — On 

pourrait enfin attaquer la question d'une manière un peu différente, 
en cherchant directement le développement de Fintégrale d^émission 
suivant les puissances de 6. L'équation i3, à laquelle satisfont ^[s^) 
et iKi(Si), développée suivant les puissances de 0', nous a donné la 
série des équations (36), — (n** 386), p. 343 — qui définit un déve- 
loppement de la fonction B ou ^ suivant les puissances paires de > 
seules. Le première intégrale ^, valable sur la surface des ellip- 
soïdes a été obtenue en partant de la fonction de Legendre Pn, 
valable sur la surface de la sphère (— i < s, < -t- i). On obtien- 
drait la seconde intégrale de notre problème, en partant de la seconde 
intégrale Q„ valable de -+- i à l'infini. La forme la plus simple est, 

Q- (•'.) = a^i Sri^^' - ')" »«« :t^)- î P- w '<~^. •' 
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b forme développée est 

-(■^r • 5-3;(3i)"»(7r-3)!V » / + 

y_L_ » (an— i)l /,._i\«- < 

f-^«'[(«-i)!]n-— ; • 



cm Ton a 



^='+-:-5+---j- 



Cambr. Math. Trip., Il, 1898). 

406. — Cette forme est, comme on voit, analogue à la seconde 
qae nous avons adoptée pour l'intégrale B(«,) ; elle conduirait à un 
développement directement ordonné suivant les puissances de O^. 
Mais la recherche des intégrales de môme caractère des équations 
(36) ne nous apprendrait probablement rien de nouveau et n'irait 
pas sans difficultés. 

En outre, sous cette forme, Tintégrale apparait comme développée 
suivant les puissances paires de 6 seulement, tandis que notre inté- 
grale d'émission contient certainement aussi les puissances impaires. 
Par conséquent, pour isoler l'intégrale d'émission de l'intégrale 
d'absorption, il faut ajouter au développement pair en 6 un déve- 
loppement impair qui satisfasse aussi à l'équation (i3) 

w = 6W0 -+- onv, -h ... 4- 02^^+ '\V,, -+- ... 

les W satisfaisant aux mêmes équations (36) que les U de même 
indice, mais avec des constantes d'intégration différentes, à choisir 
de manière à obtenir l'intégrale d'émission pure. 

407. Champ extérieur. — Les formules (*] qui définissent le 
(*) Deux fautes d'impression doivent ôtre corrigées page 33o et page 332 ; 
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champ sont 

(•4) M3.- / , — e ^ 



1 p _U_.^W.-JlLi?.)_e-T 






et on doit eu prendre sonlenient le tenue réel, ou le facteur de 
\/ — I dans le terme imaginaire. 

Lorsque est réel, V> et .1R' sont tous deux réels ; les numérateurs 
sont bien les produits d'une fonction (\Qs^ par une fonction de s^. 

Si 0^ est réel positif ou négatif, :h\ s^j est encore entièrement réel : 
et la décomposition des trois numérateurs en facteurs subsiste ; 
lorsque est imaginaire pure les forces électriques sont Tune en 
avance, l'autre en retard d'un (|uart de période sur la force magné- 
tique. 

408. — Mais, si 6 est complexe, J5 et ^ deviennent aussi com- 
plexes : 

page 33o : les formules qui précèdent Té untion 10 doivent être écrite 

- i/ ~-I^ = - -'- .^^- 

Page 33a, formule (if»), les dénominnlours sont incorrects ; les formules 
exactes sont celles du (n» 407). 
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et les imi'lies réelles des expressions i4 et i5 deviennent (II) 



e,û< 



M,= 



_ M' i (E, 36, — 8, 3é,) CCS J 



fyj\ — *,« /«,* — I / 4- (g, jFe^ + gj jêi) sin 



ûe f \ L 



6,0/ 
/ 



(8.?6',-8,36',)e,-| e^t 

■(8,36'j-t-8,36',)eJ r 



( L+(8i3«'.H-8,3«',)eJ À 

^ -5>"î \ U(8'.3C,, + 8',^,.)0,r'-"/- 

ou, en séparant la partie réelle de la partie imaginaire 

409. — Lorsque 0, est connu, on peut employer utilement dans 
ces formules la première forme d'intégrale B(s,), (formule 69, 
p. 35o; ou formule 63, p. 35 1). Prenons cette dernière, pour avoir 
Tallure à grande distance, et posons 

^' =-z 1 ; U -^ U, -4- lU, ; 

il vient (III) 






'(0.^ + e,*)« 



{(0,^-0,^)sinO,..-.o,e.cosO,..][ -^^^^|^.^..J 






ejj''^)sine2.ç, — 20iOiCosO;i«, Il I 

ej,2)cos02.Vi -h îOiOiSinOi^, Il 



e,%j -f- Qa%j 



] 



•■■. I 
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Rappelons que rcxponeutielle qui apparaitdans M,, Ej, £3, est en 

réalité e ^*v* ^ 7/ et que les expressions ne sont valables à chaque 
instant t que jusqu'à la distance définie par s^ = y , si Torigine du 
temps coïncide avec la fin de Taction des sources étrangères qui ont 
servi à provoquer les vibrations propres de l'ellipsoïde. Pendant cette 
action le champ dû à Tellipsoïde n'est plus exclusivement émissif ; il 
est au moins en partie absorbant, ce qui correspond à des valeurs 
négatives de 8,, et il faut y ajouter le champ des sources, à distance 
finie ou non ; nous ne nous en occuperons {)as. Nous n'examinerons 
pas non plus le mode de propagation du front de Tonde dans le cas 
d'une discontinuité. 

Les formules que nous venons d'écrire donnent, avec une approxi- 
mation suffisante, le champ pour de grandes valeurs de s^. On peut 
s'en servir pour l'étude des ellipsoïdes peu différents de la sphère. 

410. Vibrations propres de l'ellipsoïde. — La composante de 
la force électrique tangente à un ellipsoïde s^ = a, est la force élec- 
trique Ej dont nous avons donné l'expression (i5) (n'' 407). Dans 
l'ellipsoïde infiniment conducteur vibrant librement, cette force 
tangente doit être nulle. Les vibrations propres de rang n corres- 
pondant à chaque valeur de 'ïio (n'' 382) sont donc données par 
l'équation correspondante 

(-) =0. 

L'amortissement et la période sont définis par la partie réelle et la 
partie imaginaire de chacune des racines de cette équation. 
Pour 6 complexe, cette équation équivaut bien aux deux équations 

/^A.\ =0, ('M 

auxquelles conduit la forme développée de E, écrite au n* 408. 

La recherche, que nous nous proposons, de l'amortissement et de 
la période [)roprc des ellipsoïdes a toujours une solution, pour tous 
les ellipsoïdes ; mias la recherche inverse, des ellipsoïdes ayant un 
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amortisscmcul cl une période donnés serait généralement impos- 
sible; il faudrait, en effet, se donnant 0, trouver une racine refeZ/e 
I, == ar, de réquation - = o, ce qui n'est évidemment possible que 
I par exception. Pour rendre le problème moins exceptionnel, il fau- 
drait se donner seulement Tamortissement 0^ ou la période 6,, et 
chercher Fellipsoîde. Par exemple, pour de faibles amortissements 
éxmnés O^, d'après ce que nous verrons plus loin (n"" 426) qu'on pourra 
en général trouver des ellipsoïdes de périodes variées, d'autant plus 
nombreux probablement que Tamortissement donné est moindre. 
Pour des périodes données par 6^ ({lar la longueur d'onde), pas trop 
différentes de 6, = — pour la vibration de rang n, on pourra aussi 
en général trouver des ellipsoïdes et des amortissements icorrespon- 
dants ; mais je ne sais si tO^ peut être indifféremment supérieur ou 
inférieur à — . 

411. — Sans insister davantage sur ces indications générales 
procédons au développement de l'équation qui donne les vibrations 
propres : 

En dérivant Féquation (78) et en groupant les termes, on obtient 
le développement suivant (85) 

[(77TTF -*■ ij;^] ^« 

^ [i*,(«G, -G,) -^ [8,^ - 1) feO', _G',)J iogj^. 
-i- 4*1 [OG, - G3] 4- . (s,^ - 1) (0 G', - G'3) 



6' 



(9G„_.-G™), 



(m— i)(.vi^— 1) [{s, H- 1)"—^ — (s, — i)"~'] j 

(s. -h lY'-i—js, — iV- ' i 

m — -2 ' 

-;- (eG'„_. - G'„.) (sr-i) (s, '\- iV-^^-^h, - lY"-' 
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G' désigne la dérivée -^ et on a 



OG'.-G.= - 



"m! 



^0" ■+ *) 



m m — 1 



m 



i 1 

? 



Q2 3fg(m-1) 



;) ! (m — ;)) ! ^ ' 
(m — i) fi"' je,'. 



412. Ellipsoïdes allongés. — Pour les ellipsoïdes allongés, 
obtient facilement, au moyen de la formule (8i), Téquation 



^ ' ;^« At u* 



r 0*3^ — 3^" "1 

+ ^ ^ ?^ _ ôW, -H ?^ -h ^ ?^' 



-+. ^ (— ,7('/' ^ 3e^if> -f- 2e'.v/) 



log 



2 H- 



r;i — 2 



Jm 



et ensuite par la formule 84 (p. 362) 



(87) ^-^ = ^^^,G, 



Posant 



I i3U W 4 , 
-^2--T7--,2-^-â^^ 



4J. 



Jm -f- 



log 



2 -h e 1 



OÙ /, désigne une quantité très petite avec £, l'équation aux pério 
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propres est 

'2 4 La 12 12 3 * J 

Nous la discuterons plus loin (n"" 425). 

413. — Développement suivant les puissances de e. — 
Pour la recherche des vibrations propres des divers ellipsoïdes, il 
'oiporle d'obtenir le développement des équations (74) et {75) sui- 
vant les puissances croissantes de 0. Voulant aboutir au calcul nu- 
mérique, nous développerons avec quelque détail les formules néces- 
saires, malgré leur longueur. 

Nous avons déjà posé (n° 386) 

y =Yo-f-e%-^0% + 



et nous connaissons les développements des Y en si ; nous en dédui- 
sons facilement ceux des 

et nous écrivons 

(89) 3é (5,) = Ho (50 H- e«H, (s,) -H e*H, (s,) -+- 



Rbmarquk. — Le mode de calcul de N„ N^,... de proche en proche, 
Indiqué au n® 381 , a le grand avantage de montrer que Yq, Yj, Y^, . . . 
sont des polynômes de degrés n — 1, n-f- 1, n-h3,... ; IIq, H,,!!^,... 
sont donc des polynômes de degrés n-f-i,n-h3,nH-5,.., dont 
les dérivées {n -h 2)* (n -+- 4)*, (n -^ 6y sont respectivement nulles, 
quel que soit s. Les développements qui suivent s'arrêtent donc en s, 
quand on ne prend qu'un nombre limité de termes en 6. Il serait in- 
téressant de mettre ce caractère en évidence directement et d'une ma- 
nière simple sur les formules générales (34) ou (37) qui définissent 
les U. 

414.— Indiquons par des accents les dérivées des H (si), par rap- 
port à 5,, et rappelons par l'indice — 5, à la parenthèse, que dans 
les formules finales, il faudra changer s^ en — s^ ; il vient après 

24 
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quelques transformations : 



*)<») '^O^^i — G„, = 



^'»rt(m— i)(m— 2)ig"--'> 

o.(_ii^(...) + '?iî!î^-'Jii;...-.) 

m(fn — i)(m — ^)(ffi — 3 ) ., ,, 



0' 



m (m — I ) (m — ■») 



•'n,i'"-" 



m (m— I ) . . f >" — 4^ „ ,,„_, 
3o 



o«(_ii^(.")+'^('^=J)h.C"-^) 



mfm — i) ... ( / » — 3) 



11,1'" - 



_^. m (m— i) ... (/;> ^5) ^^ ^^,, _ 

^ 84 o "« ; 



En 8*arrùtant au terme en 6* on a 



OG',„_i — G'm=- 



- - ?n{fn — i) (m — 2; U^ 



(m \ 1) W(w OiiC'" — 



H^ 



??i (m — {m — 2) (ni — :^ ) .,(» 
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415. — Ces formules permettent d'ordoimer Féquation (85) 
suivant les puissances de 0. Quel que soit le numéro d'ordre ?i de 
la vibration, et la valeur de % correspondante, tous ces développe- 
ments en sont des séries. La discussion du nombre des racines 
qui correspondent aux vibrations de rang n. et de leur (caractère, est 
inabordable. 

On ne connaît déjà pas pour la sphère les propriétés générales do 
ces racines, en particulier la distribution des racines de rang n par 
rapport à toutes celles de rang moindre. Tout ce qu'on sait, par 
les propriétés des équations algébriques de degré impair, c'est 
qu'une au moins des racines de rang impair est réelle, et (|ue la 
vibration correspondante est exponentielle pure, sans oscilla- 
tions. 

Par analogie avec les propriétés de la sphère, nous admettrons 
que le nombre des racines ô qui correspond au 7i' nombre ÏV, à 

celui qui commence i)ar 7i(n -h i), est égal à n, et (jue ces racines 

ont en général une partie réelle négative et une partie imaginaire. 
Lorsque les ont un module assez petit, il suffira de prendre les 

premiers termes de la série en ; nous nous arrêterons à 0*, ce qui 

donne : (91) 

r-*. (- H.' + 0» (- h; + Ho) + 0* (- 11/ + H,)) "1 
+ log*'-±-L , 

*'- ' |_- '-^ (-Ho'"-t-o^(-ii/H-H;)+o*(-iV"+ir,))J 

+,r+H,'+0«H/H-0Mi;'-i(-H/+6'-'(-lI/+H,\ + 0*(— H/+U,:)] 

+i' , [_ H," H- 6» (- H/' 4- 3ii;) + 20^'ii„ + 0' (- n;' 4- 3h;)] 
+ 

Pour les vibrations propres d« la sphtTc, le facteur a, qui joue 
k rôle de - dans l'exposant, est fini ; par conséquent pour les 



„* i . .-«Wi- -'•-•*-" 
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ellipsoïdes très peu différenls de la sphère, pour lesquels /"est très 
petit, est aussi très petit. Cette équation, en y faisant — nul pour 
la valeur très grande do s^ qui caractérise lellipsoïde quasi-splié- 
riquo, permettra de calculer ses vibrations propres. On devra 
(railleurs employer au calcul des II les formules de récurrence com- 
plètes (3G) n° 386 ; la remarque du n" 413 montre que ce calcul se 
limite de lui-même. 

Mais ce ne sont pas ces ellipsoïdes qui attireront princii)aloment 
notre attention. 

llKMAugiE. — On peut aussi développer 3^ (î) e^^'*"^^' dans Tin- 
té^ralo Gt) suivant les puissances de 6, avant d'intégrer; on obtient 
a!urs les mêmes développements, ordonnés suivant les puissances de 0. 

416 Ellipsoïdes très allongés. — Pour les ellipsoïdes très al- 
longes .«, est à peine supérieur à i, et eu posant dans réquation 
pi'écédente 

Si — 1 = Ê, 

et en conservant seulement les termes les plus importants on obtient 



^ (II, 4- 0-^ H, H- 0* II,) ^ - (h; -+- e^ h; -^ e* n; , 



,,P. _ . ' 4- i (llo 4- 0^ H, -i- 0^ H,) 4- ■ dlo' -i- 0-^ Ii; 4- OMI,') 

^•i(4-iV-t-oMi/-+-oMi;)- [— iv-+-o^^- lI;^-lIJ-^o^(-lI/- 
^. :j [_ii;'-i-o^ (3ii; -H,-, -4- ^03 n^ ^0' (- ii/" -^ 311/..] 
,ji)i — 1 

-i -H , i./Hj,„_., — (i,„) -f- ... 



Dans l«*s (i, et los 11, s, doit être remplacé par— (1 -h £j, (n* 400) 
tous les II ayant 's^ — i on facteur sont nuls pour s^ ^= i : ils sont 
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donc petits de Tordre de s, et le premier terme est en réalité, comme 
le second, un terme en s — *, et le compense exactement. 

Dans les lignes q^ui suivent la seconde, on remplace s^ par i, et 
on peut par conséquent effacer les H, qui sont alors nuls, mais non 
leurs dérivées. 
Il reste ainsi (92) 

- 1 [H,-' H- e« (H/ - 3Ho') -^ e* (H,"' - 3H/)] 

Telle est Téquation développée suivant les puissances de qui 
*>nnera les valeurs de — en fonction de rellipticité e. C'est bien 
c«lle que l'on obtiendrait directement en remplaçant dans Téquation 
dnn*412les J6 par leurs développements en 6*. 

417. Formation des coefficients de l'équation 02. — Les W, 

H', sont d'ailleurs faciles à tirer des formules récurrentes du n° 403 
développées en 6*. 
^ formules de récurrence du premier terme 11^ sont ainsi : 

H,:" + ^) ^ o. 
^Ues du second terme H^ sont : 

2lV== — N,Ho'-n(n-+- i)H; 

.lî jT'^' } \în {m — I) / ^ 7n(m — i) " 

I -4- fl*o H --^ 



\ m — i 







.:;':: 
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D'une inanièro générale : 

( m — 1 il'—I 3/1—2 

J 

D'apros la reinarf|nc du n*" (413)onnaàappliquerces formules de ' 
récurronco qu'un nonil>ro limité do fois, quand on s'arrête à un cer- 
tain ran^' du développement en (ici 0*) : 







418. — On pout choisir la constante arbitraire qui entre en facteur 
dans X (s.y do diverses manières sans changer le résultai final ; il 
n'est i>as nécossain* de conserver le choix qui nous a paru le plus 
simple pour le calcul do //, (.<) et de % 'U* 384). Or. G, ou MV est 
on faolonr dans l'équation 87, dont les racines sont par conséquent 
indépendantos do M^, La détermination la plus simple est alors celle 
qui rend M'>' (—1) égal à i quel qno soit 0. Nous prendrons donc 

II',,-., Il, = 11', = H, = ...=0 

(laii> los fornndos pn'oodontos, ce qui on simplifie notablement 
roni[)l()i. 

Avant ainsi los II'" (—1), on calculera numériquement les termes 

21' 

(lo ran^ m clo ro(|ualion(<)'2i, au moyen de la formule (90), arrêtée 
aussi aux termes on 0*. 

C'est ainsi qu'ont été calculés les tableaux numériques II, III h la 
fin (In volume. L'écj nation ainsi formée donne les valeurs de — 
\u)\\v do polil(»s valeurs do 0, o'ost-à-diro pour des longueurs d'onde 
tirs sni)orioiiros à la distance des foyers, et aussi au grand axe de 
l'oHipsoidc allongé. (loUo équation pourra donc être utilisée pour 
étudier comment l'ellipsoido allongé vibre sous rinfluence d'ondes 
iUt granio lougncMir émanant de sources lointaines. Elle ne peut pas 
servir [> >ur la rocliorolio dos >ibrations propres de cet ellipso'idei 
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pour lesquelles 6 est évidemment de Tordre du nombre entier n qui 
définit le nombre des nœuds échelonnés le long de Taxe. 

419. Vibrations cTune tige rectiligne — Pour calculer les 
périodes propres des ellipsoïdes, il faut revenir aux développements 
complets du n° 412. En première approximation, pour t nul, l'équa- 
tion (87) se réduit à 

% = o; 

elle donne les périodes propres do la ligne conductrice sans épais- 
seur, limitée aux deux foyers. 

En nous reportant à l'équation i3, nous voyons que celle-ci se 
réduit alors à 

dont l'intégrale générale est 

U = C cos iB^s -+- S sin i%s 

60 étant racine de % = 0. 

Or la valeur générale de U a été choisie de manière qu'une inté- 
f^rale particulière de l'équation (i.3) soit nulle pour* = =t: 1. Les 
valeurs de 9^ qui satisfont à cette dernière condition sont comprises 
dans la formule générale 

"0 — — , k entier. 

k impair 
A pair 

Il reste à savoir comment on doit faire correspondre les k aux n 
le calcul numérique des racines des 'll> dont on a calculé les premiers 
coefficients, fournit pour '«>„ une valeur de 0/ très voisine de 
T- ; les valeurs de k autres que n laissent dans le ')\>„ corres- 
pondant des résidus très considérables ; les autres racines du poly- 



On a alors 






^ 3(5 = C cos ^ 
Ix-Sain ^''^ 


93) 
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nome formé par les termes calculés des U, sont très grandes (*). 
Nous admettrons donc que la série %n n*a pas d*autre racine que 

e.. = - "•"' 



4 



RàCIIIES IMPORTA.VTBS DBS %» 



I — 3,4674977 — 3,467401 

3 — 9,8300833 — 9,869604 

3 — 31,433743 — 33,306610 

4 — 4o,58i Soi — 39,478 4i8 

Ces valeurs t- sont celles que feraient prévoir des considéra- 
tions physiques ; elles indiquent que le conducteur rectiligne limité 
aux foyers de notre système de coordonnées se divise en un nombre 
exact de demies^ongueurs d'onde, lorsqu'il émet ses vibrations 
propres. 

420. — L'intégrale générale étant 

U„ = G cos h S sin — , 

la fonction 8 qui définit l'état du milieu extérieur, pour « > 1 est 
aussi de cette forme, et la condition 

i>8 

— = 0, 5=1, 

(!) En s'arrètant au terme en 8« dans %, ces polynômes du 3« degré en 02, 

ont chacun trois racines. Les deux racines autres que 7- sont données 

dans le tableau suivant : 

n = i -\- 65,8 — ior,o 

n = 3 1 39,65 + i5i,3 t 1 39,65 — i5i.3 t 

n = 3 4,97 -h 68.55 t 4-97 — 68,55 t 

71 = 4 — 34,965 -}- 191,9-5 i — 34,965 — i9i»97^ * 

et ces valeurs justifient pleinement les indications probables contenues dans 
le texte. 
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devient 



/o wr ^ . niz\ 

f S C08 C sin — J =0, 



oa 



C = o n impair, 



S = o 



n pair. 



Il reste donc 



(94) 



i g(s) = S 8in — n impair, 

f 8(s) = C cos — n pair. 



ce qui donne finalement les valeurs suivantes du champ (n^ 372) : 

n impair 
sin — ' cos — ^ wit Qt j — - 



*3 



/'V/Cl-*',) (*•.-!) 



sm — ^ sin — *• «Tf û« ,/ — : 

/■V/(1 -*%)(*'.-»%) 
et n pair 

cos !^ sin 5!^' nir oe ^— 

M. = A ^ ' e"^7^ ', 

A/(i -«%)(«»,-!) 

,, ,' cos ^' cos ^^ _ n« o. ^— 

/•»/(«'. -I)(.5'.- «S) 

sin '^ sin ^*-i- »^ «t ,— - 



/•/(i-«%)(s».-*S) 
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421. — Discutons maintenant CCS résultats. L^amplitude de la force 
électrique E, normale aux ellipsoïdes homofocaux, décroit à grande 
distance, à peu près comme s^ — '^ ; celle de la force magnétique M, 
et de la force électriciue E^ tangente aux ellipsoïdes décroit à peu 
près comme 5i"~'. C'est le résultat ordinaire : à grande distance de 
la source, le champ magnétique et électrique tend à devenir trans- 
versal, puisque les hyperboles se confondent alors sensiblement avec 
leurs asymptotes. 

Tout près du prolongement du fil rectiligne, on a 

en ap[>elant a^ un très petit nombre positif. Le facteur qui dépend 
de s^ se réduit à 

(97) \=^rpr^ ^^"^^ ^- 






a — dans E,. 



Les composantes M^ et E.^ deviennent nulles sur le prolongement 
du fil, comme il convient pour qu'il n'y ait pas de discontinuilé ; la 
force éleclri(|ue Ei, dirigée suivant le prolongement du fil conserve 
seule une amplitude finie. 

422 — Tout près du fil rectiligne lui-même, on a 

s, = i 4- ^r 
Le facteur, qui dépend de s,, se réduit à 



'<>«) 



^^k 


dans 


M, 




dans 


E. 





dans 


E, 
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La composante électrique tangentielle E, est nulle, tout le long 
(In fil, conforménient aux conditions qu'on a(k;rites. 

I^ force magnétique M, et la force électrique normale E, de- 
viemieut toutes deux infinies au contact du fil ; il faut en effet que la 
densité du courant et les densités électritfucs superficielles deviennent 
ioGnies dans le fil Infiniment mince pour que Tintensité totale du 
courant et la charge électrique par unité de longueur du fil aient 
une valeur finie, nécessaire pour que le champ extérieur ait une 
amplitude finie. 

423. — Le voisinage immédiat des deux extrémités mérite un 
examen plus attentif. On a à la fois. 



s, = 1 4- 7j 


et 


S,= 1 


— '.; 


le facteur qui dépend de s^ et de 


«1 


devient alors 




l 4 V ,. 




dans 


M, 


<99> ;=^a7,";<,'-^,,, 




dans 


E. 


\ 4 > ». -H '* 




dans 


E, 



et la valeur de l'amplitude de toutes ces grandeurs dépend du rap- 
l)ort de 7, à T^. 

En se reportant à la figure 56 (p. 329), il est facile de voir, dan 
le cas où le point M est tout près de F, que l'on a 

r' = 2/'— rcosMFF 
d'où l'on déduit 

2.s/= .j/'_+. r(i — cos MFF) 
is/-r if— r(i -f- cos MFF') 

et par conséquent, en désignant par F Tangle MFF', 

r . , F r , F 

'1 — 'i — — ^ cos F, jj + T^ = ^ . 
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L'amplitude de M, et de E, est indépendante de la distance r à 
rextrcraité ; elle ne dépend que de Tnngle F du rayon vecteur avec 
le fil lui-même. Pour la force magnétique M^ cette amplitude est 

WTt F 

proportionnelle à -r- cotg - , infinie le long du fil, nulle dans son pro- 
longement. 
Pour la force électrique tangente aux ellipsoïdes E,, l'amplitude 

tlTZ F 

est proportionnelle à -; cos ; nulle exactement sur le prolonge- 
ment du fil (F = 7t) elle croît lorsque le rayon vecteur, partant du 
prolongement du fil, tourne pour se rabattre sur le fil ; le long du fil, 
elle est maximum, finie. Il semble que cela soit en contradiction avec 
la condition écrite à la surface du fil ; maisTexamen de la composante 
E, lève la contradiction. 
Cette composante rayonnante E, a en effet une amplitude 



v/^ 



(»H V/r* .F 

2 sm — 

2 

en raison inverse de vV, très grande à petite distance du bout du 
fil, surtout le long du fil lui-même (F = o). La forcé électrique 
totale reste donc normale à la surface du conducteur, malgré les 
valeurs finies de E,,. 

424. Nécessité d'une secoDde approzimation. — L'ensemble 
de ces résultats donne déjà une idée d'ensemble de la distribution du 
champ électromagnétique autour d'une tige rectiligne mince vibrante, 
avec sa période propre et dans le voisinage de son extrémité. — 
Toutefois, au conUict mémo de la tige, une certaine réserve est né- 
cessaire. Nous avor 
l'équation complète 



cessaire. Nous avons en effet effacé le dernier terme - — -,, de 

1 """" s 






ï = (.-r^.)-^. 



dans l'examen du cas limite où % est nul. Mais, ce cas, où le fil est 
infiniment mince, n'étant pas rigoureusement réalisable, ^> sera 
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seulement très petit. Or les formules que nous avons trouvées pour 

les intégrales du cas limite inonlrent que le second facteur ^ 

est généralement fini, — ce qui permet de négliger ce terme — sauf 
pour la fonction 8(,Siyiout près de la surface du fil. On a en effet 
alors 

Jli^i) ^ L 

qui devient infini pour cr, = o ou 5, = i . 

Dans tous les cas réalisables, où la section de la tige vibrante est 
seulement très petite mais non nulle, % est seulement très petit, 
et au voisinage immédiat de la tige, la simplification de Téqua- 
lion en 8 n'est plus légitime]; il faut conserver Téquation com- 
plète, et rintégrale (73) dont nous avons déterminé dans ce cha- 
pitre la forme développée. La condition qui détermine les vibrations 
propres dé[)endant précisément de la fonction 6, la seconde ap- 
proximation est tout à fait nécessaire, même pour les tiges les plus 
minces. 

426. — Reportons-nous donc à l'équation (88), et dans celle-ci, 
posons comme seconde approximation 

(ici) (i, = ~ -\-rfi\-\-t(i%, 

dans le premier terme %, et seulement 

dans les termes qui ont déjà en facteur r, et s. Il vient 

/ ' ,X,Y--4N,('^) +... +(-.)" *PN,,(^^^) ■ 

Dans le cas limite actuel, on peut facilement déduire des formules 
de récurrence 77 (n° 404) la valeur exacte du numérateur. On doit 



382 PROPAGATION DE L'éLBCTRICITé 

y faire en effet, non seulement 5," = i, mais en outre % = o, ce 
qui les réduit à 

*n. 1 

{m -H i) G. + , ~ aOG. = —^ (mG« - aOG.^t) 
et 

On eu tire, pour m = i 

aG^ — 2OG, = 0. 
et par conséquent, de proche en proche 

(m H- i)G^4.i — 2O Gm=:o 
d'où 

G. =. ^ G._ . = »- G, = «";-- G, ; 

puis 

Jm = 8 G„,_i — G,„ = — ^ j ^ Gi. 

Cette expression portée dans le numérateur, lui donne la forme 

i nV . Sn^r^ 1 (an::/)'» — » 

•2 6 2. 4Î ami 

qui, multipliée par 4^i^«, devient 

(an:: «y (anre)* (anm)"' 

*/n.» -r -•- -"- -*- -^ 

OU 



2nTu -. -3j- ^ -^ 



e — 1 — ^ = -+- 2n'7î*. 

•À 



Il reste donc 






Représentons par ')V la dérivée de % par rapport à 6^ : 



062 



=:N3 + 2N,eM-3N,e*-f- .. 



lo 
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Il vient enfin 



^■= -■(.;;)..■».. 



Cette seconde approximation fait apparaître l'amortissement, pro- 
portionnel à T,. 

Remarque. — Les valeurs de pour les vibrations propres des tiges 
minces sont déjà tellcuiont jurandes (pu; les développements tels 
que (92) arrêtés aux termes en 0^ ne donneraient aucune idée du 
r«'*snltat. L emploi de ces développements doit être limité aux pro- 
blèmes qui ct)mportent de petites valeurs de 0, tels que la vibration 
produite dans la tige par des ondes extérieures très longues. 

426. — Donnons d'abord le tableau numérique des amortisse- 
ments : 



'a "T" 



= ojuo 


0,77 


z= 0.707 


(N707 


= o,G'j;"> 


0,800 


=^- o,3G9 


i.3r» 


= 0/4.4 


i,ai 


= 0.364 


».37 


= 0,386 


i,3o 


--- <.,36o 


i39 


-0.377 


1,33 



1 i,''7*^ 2/167 0,8000 -f OiO'itx'i — o,ooQ2 -f 0,0001 3 — o,o(KKK)33 = 0,820") o,Gi 

2 3, i|iG ^.tt'K) 0,071 -}-<», 077 |- o,ooi — 0,002 

3 ^,712 1 33,206 o,."»!>3 — 0,061 -f-o,i7r> f- 0,060 

4 6,383'j 39,478 o,r)i9 — o,09'| -J- t»,o6i -f <>.ï3(» 
j 7,8rj39 61,^)8;') o,5i3 — <»,io|) — o,o35 
ti 9.42^8 88,836 o,5oy — 0.II9 -f- o,02'| 

7 io,r,<).V» i30,(jo3 o,r>07 — o,r<.') — 0,018 

8 i2,.'i»;*>4 157,91 î o.riof) — o,i3o -j- 0,011 

9 14.1371 199,859 o,5o4 — o,i33 — 0,011 
i."ï,7o79 246,74 oo,5o3 — o,i3") -|- o.ooj) 

11 est difficile d(i dire à (luel degré sont approchés les amortisse- 
ments ainsi calculés ; les valeurs de 0* ( — n-7:-,- .) sont tellement 
grandes que la c(»nv(»rgcncc arithmétique est peu accentuée, surtout 
pour n égal à 3 et à 4 ; et on peut se demander si la série 71/ dont 
nous avons calculé les i^remiers t«îrmes est bien eiïeclivement con- 
vergente pour ces valeurs de 0^ (,)uoiqu'd en soit, Tamoitissement 
des oscillations de rang pair, (nond)re de lignes nodales) est toujours 
plus grand que celui des oscillations de rang impair voisines. Il 
semble y avoir une limite eonmiune, probablement voisine de i,î5, 
pour n très grand. 
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Donc, quand on s'arrête aux termes proportionnels k-^y la Ion- ' 
gueur de Tintervalle des foyers comprend encore un nombre exact 
de demies longueurs d'onde ; Ténergie émise devient sensible' en 
même temps que -n, et il en résulte un amortissement dont nous 
donnons ci-dessus les valeurs. 

Quant à la relation entre r, et e, on s'en fera une idée par le tableau 
suivant : 

2£ I0~*° 10~* 10~* 10"* 10""' 

r, 0,0775 0,0944 0,l'io4 0,167 0,272 

^'•i£ 10~" 10"* lO~' 10"' 10** 

où v'28 est la valeur approchée du rapport du diamètre équatorial de 
la tige à sa longueur. 

Précisons par deux exemples : celui d'un fil de 10 mètres de long 
et de 0,1 millimètre de diamètre et celui d'un large tube de même 
longueur et de 10 centimètres de diamètre : 



n 


-6', [v/a«= 10-8] 


- 6', [^a, = 


I 


0,047a 


loa 


a 


0,0600 


lag 


3 


o.o5r> 


o,ri9 


4 


o.ofia 


o,i34 



on voit par là dans quelle énorme proportion il faut augmenter le 
diamètre des ellipsoïdes allongés pour doubler Tamortissemenl. 

Cet amortissement est d'ailleurs encore très appréciable puisque 
même pour un fil fin, l'amplitude de la vibration fondamentale est 
réduite au tiers après une trentaine d'oscillations seulement ('). 

(») Résultats de M. Abraham, (Wied. Ann. 1898, n» 11). — De rinlégrale — 
inexacte à mon avis, voir p. 355j — que M. M. Abraham a donnée pour Texlé- 
rieur, il a déduit, par un mode de calcul très artificiel, 168 résultats suivants, 
que je crois devoir ci 1er ici, bien que méritant aussi peu de confiance que 
l'intégrale d'où ils dérivent. 

Première approximation (p. 4*>2. W. A.) Posons pour les ellipsoïdes 
allongés 

6, pelit axe do Tellipsoîde; 
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427. EUIpsoïdes de même période que la ligne des foyers. 
-Les formules (93). (94) sont des ïiolations valables pour tout l'espace 
fn n est pas extrêmement voisin de la ligne des foyers. Elles mon- 
trent plusieurs propriétés curieuses, dont je vais indiquer quelques- 
ues. 
Autour de la ligne des foyers, il y a dans Tespace une infinit<^ 
d'ellipsoïdes, de dimensions finies, dont la forme peut différer aussi 
ftû que Ton veut de la forme sphérique, le long desquels E^ est nul 
pour une vibration de rang déterminé. 

Pour la vibration de rang n impair, tous ces ellipsoïdes sont don* 
nés par 

nrzs. Q A' -f- 1 , ^ 

ces i = 0, .^, :rrr . ^ A* -h I > W. 

Poar ceux de rang pair, 

. «•«. 2 A* / ^ 

k désignant un nombre entier. 

f, dintaoce du centre au foyer ; 
T.', diffère peu de \ t». 



6=5 (ai:î — 9,74 <). 



n = I 



= ? {vRî — (j,a3 T,' , n = a 

e = ]? azi — (9,«<> + '1 log n) t.', /i > a 



Deuxième approximation (p. 4^4 ^V. A.) 

I a»î — q.74V— 4 7/tV- „ _ _ 

. I 4i;i — 6.a3 t/ — lo/,^ T.'t 

= j rT:5,:i-r. / ' ''-'' 

Ged résultats diffèrent, comme on voit, OuiisidrrubkMnent ile CiUix donnés 
daos le texte. 

25 
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On peut donc construire un conducteur ayant la forme d'un quel- 
conque de ces ellipsoïdes, au moyen duquel on réalisera exactement 
pour la vibration n corres|K)ndantc le champ extérieur que donnerait - 
lu li^ne des foyers, dette vibration a un amortissement rigoureuse- 
nient nul. (]e nuMne ellipsoïde jouitenc(»redela môme propriété iK)ur 
toute la série des vibrations harmoniques n = u^k' d'une certaine 
vibratron principale Mq. Mais pour toutes les vibrations propres dont, 
le rang n'est pas compris dans la série n^k'j le champ n*cst plus 
donné par les formules 9^ et 94 ; et la longiieur d*onde n*est plus; 
une fraction exacte du double de la distance des foyers; Tamortis- 
senient n'est pas nul. 

Le fait vraiment curieux, c'est que la valeur de «, pour ces ellip- 
soïdes peut être aussi fjrande (|uc Ton veut, et que, par conséquent, 
ces cllipsoûles peuvent différer aussi peu que Ton veut de la sphère. 
(]ela concorde bien avec lu remarque que nous avons faite au sujet 
de la distribution des amortissements et des i)ériodes propres- des 
vibrations des sidières (n" 365). 

428> ^ De lu résulte aussi une autre indication : Partant de la 
vitesse de propagation des fronts d'ondes transverses toujours égale 
à la vitesse de la lumière, on aurait pu croire, que dans les corps de 
révolution, la longueur d'ontlc diffère peu d'une fraction exacte 
de la longueur tolalc de la méridienne. Bien que la considération 
des fronts iVonde n'ait i^as de rapport direct avec les vibrations 
proiires, il est curieux de consliiter que la longueur de la méri- 
di<mnc des eHii)soïdc8 presque sphériques peut être incomparable- 
ment plus grande que le produit du rang de la vibration i)ar sa 
longueur d'onde. 

Dernière Remarque. — La péiîode et l'amortissement de la vibra- 
lion de rang n d'ellipsoïdes homofo(*aux ne varient pas dans un sens 
toujours le même à mesure que l'ellipUcité dimuiue. 

La ])ériode cl l'amortissement sont des fonctions oscillantes de 
reUiplicité. 

Il serait curieux de connaître les ellipsoïdes d'amortissement maxi- 
mum, ■ ceiix de |»ériode maximum ou minimum; de savoir aussi, 
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li la période -^ est un maximum, uq minimum, ou une période 
moyenne. Tout cela suppose un ensemble de calculs numériques 
considérable et coûteux, car cela parait bien difficilement abordable 
dn seul point de vue analytique. 



TABLEAU I 

COBFFICIBNTS DB LÀ FONCTION yi 

SéRIB PAIRB n = 1 
»=rr a-|-o,8oo. 0062—0,004. 571. 4^* — 0,000.121.90 8*^ 0,000.00a. io3,4 ô« — 0,000.000.017.566, i6»o 



= 0,100 00 O-^-fo.ooa.aSTï. 7 8* 4-0,000.060.952 6«-|- 0,000 001. o5 1.7 6« 4-0,000.000.008.783 6'<* 

= 0,003.571.48*4-0.000.126.98 8* -f 0,000 003.778.9 8* 4- 0,000.000. o32 549 8»* 

= o,ooo.o66.i388«4-o,ooo.oo2.886o 884-0,000.000.054.377 8to 

= 0,000.000.751.598*4-0,000.000.037.000 8*0 

1= 0,000.000.005.781.58»® 



SélUB IMPAIRB n = 2 

= 6,000.00 4- 0,571.43 82 — 0,003.887.3 8* 4- 0,000.014.424 8« 4- 0,000 000.568.17 8» 

s 4- 1,000.00 

=r -f 0,071.429 82 4- 0,000.647.88 8* — 0,000.002.404.0 8* -- 0,000 o(>o.<mj4.G958*' 

= 4- 0,001.984.1 8* 4- 0,000.029.449 ^' + 0,000.000.162.66 8« 

=s 4- 0,000. o3o.o63 8" 4- 0,000.000.566.33 6** 

= 4- 0,000.000.289.06 8*^ 

S6RIB PAIRB n = 3 

=s ia,ooo,oo -f o,.533.33 8« -f o,ooi.364.8 8* -\- 0,000.11825 8* — 0,000.001.373.7 8^ 

s: 1,000.00 

as — 5,000.00 4- 0.233.33 8« — 0,000.682.38 8* — 0,000 059.125 8« 4- 0,000.000.686 83 8< 

= — 0,277.78 8« 4- 0,009.642.7 8* — o.ooo.oo3.8o3 8« — 0,000 005.093.4 6* 

« — 0,006. 3i3.i 8^ 4- o, 000.018. 3i<» 8*» f- o,o<M».ooo.38<>.2^ 8* 

» — 0,000.080.938 8* 4- o,(K)o.uo2.o.'>3.4 8^ 

= — 0,000.000.674.^8 8^ 
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TABLEAU I (suite) 
Sérib iMPAïaB n = 4 

% = ao^ooo + 0,519.48 02 + 0,001.190 a 8* 4- o,ooo.oi3.i5o 6« — o,ooo.ooo.566.i 

*i = 1,000 

*8 = — a,333.3 + 0,080.087 es — 0,000.198.37 8* — 0,000.002.191.7 8« + 0,000.000.094.. 

*s = —0,106.06 82 4- 0,00a o63.o 0* -- 0,000.007.998.1 B' — 0,000.000 1.59.' 

*7 = — o,ooa.o39.G 8* -\- 0,000.027.142 8* — 0,000.000 148.1 

^9 = — o,ooo.oaa.663 8* -\- 0,000.000. ai8 < 

^11 = — 0)000.000.1 66.1 

Série pairs n = 5 
% = 3o,ooo -f o,5ia.8a 82 -|- 0.000.S89 46 8^ — 0,000 oo3 ii6,6 0* 

^0 = 1,000 

«2 = "- i4iOOo + 0,243.59 02 — 0,000.454 78 0* — 0,000.037.409 0* 

«4 = a!,ooo —1,0171 02 -f 0,0 II. .59'! 0^—0,000.001.568 3 6« 

»6 = 0,807.6902—0,025.269 0* -f 0,000.23 1,08 0* 

aj = 0,013.462 0^ — o,ooo.33a.33 6« 

ajo = 0,000.131.98 8* 

Série impaire ;i =: 6 
Tb = li2,ooo -f 0,509.09 82 -|- 0,000.669.88 8* + 0,000. 001. oi5.o 8« 



-f 0,081.818 82 — 0,000.111.65 8* — 0,000.000.169.17 6* 
— 0,287.27 8^ f 0,002.332.0 6^ — 0,000 o</|.990 a 8« 

-f 0,220.00 82 — 0,005.411.1 e* f 0,000 034.3.38 8« 

+ o,oo3 a35.3 8^ — 0,000.057.022 8* 
-f- 0,000.028.380 6* 



Série paire n r^ 7 

1b -= 56,000 -f- o»5o6.79 02 + 0,000.517.47 0* — 0,000.000 4oo,85 6* 

Oq = 1,000 

a> = — 27,000 -f 0,246 61 02 — 0,000.258 74 0* — 0,000.000.200,43 0* 

O; = 99,000 — 2,097.3 0^ + 0,012.249 0* — 0,000.022 822 6* 

a^ = — 85.8oo -f 4,345.2 02 — o,o55.024 0^ -f 0,000.267.28 0* 

ûj = — 2,523.53 0- f 0,076 5i5 0^ — 0,000.742.88 0^ 

aïo = — o,o33.2o} 0* -\- 0,000.764.55 0* 

a,2 = — 0,000.263.53 6^ 



*. = + 


I.OOO 


ft.l =- 


fi.ooo 


*J -- + 


fi.fioo 


é, = 




é, = 




*..= 





^. 


= + 


1,000 


*3 


— — 


ii,ooo 


à. 


= 4- 


a8/)Oo 


b. 


= — 


ao.iag 


à. 


= 




*n 


= 




^. 


= 
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TABLKAU I {suite) 

Sérib impaire n = 8 

Yl» = 7a,o<K) -\- o,r»o5.a6 6- + Oi00o. '109.9'! Q* + 0,000.000.1 80. lO 6* 



-f- 0,08a i.*)6 0* — o,ooo.or>8 3a i Q* — 0,000 ooo.o3o.oa7 0* 

— o,r»36.'49 Q* f o,ooa.Ha.8 6* — o»ooo.oo3.ao3. i O» 
+ 0,98a. 01 6- — 0,010.307 Ov -|- 0,000.037.803 0** 

— 0,537. r)9 8^ -|- o.uif.3i.'i 6^ — 0.000. iio.3a 0* 

— 0,000.399.9 6^ -f 0,000. lai. 97 0** 

— 0,000.046.376 6* 



Skrib pairb n - - 9 
'11. = 90,000 •\- o,5o'|,ao 0^ h o,ooo.33a.oo 0* — 0,000.000. 089.8 Vi 0* 



4- 0,347.90 6- — 0,000. 166.00 0* — o,(K)o ooo.o'j'i.gaa C* 

— 3,.^ia.6i 0^ 4- 0,01a. r)39 0^ — 0,000 013.096 0''* 
-r i3,ai8 0^ — <>,o9'|.r».^)7 0^4-0,000378.71 0^ 

— 18,197 ^' f- <>,2'|o">6 0* — 0,001.307.7 0^ 
-f 8,a68 71 02 — o,a48.4o 0* f 0,00a \\iJ\ O* 

-1-0,089.877 0^ — 0,001999.0 0* 

-\- 0,000.599.18 0^ 



Série i.npairr 7i = lo 

•fb = 110,000 -h 0,503.43 0'- 4- o,ooo.a7'|.oo fj' + 0,000. 000. o}8.ao3 Q" 

by = |- 1,000 

b^ -^ — 17,333 -r 0,082.761 0* — 0.000.045.6660* — 0,000. 000.008. o33 8 0* 

65 = i- 7^,000 — o,852 78 0- + 0,00a. |97 8 0^ — 0,000.00a. 18^). 7 O** 

b-i -- — 1*26, 386 -f- a,7i5.5;j 0- — - 0,016. 6»»6 0» •^ 0,000. o39.638 0** 

b., -^ -h 66,6:»o.8 — 3,387.53 0- -f 0,039.818 0* — (»,ooo 180.39 0*^ 

bxi = 4- 1.558.93 0- - o,o',o.i'|5 0* f 0,000.339.1a 0'"' 

Ai3 = 4- o,oi4.48«) 0» — o,ooo.a85.58 0« 

ôjs = -r 0,000.089.550 0* 



«0 


— 




I.OO* 


«2 


= 


— 


44.oo(: 


fl^ 


^ 


f a86,oo 


«ô 


= 


— 


.572.00 


a« 


— 


-f 


35:.^!» 


«10 


= 






a,i 


-- 






«i; 


= 
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TABLEAU II 

VALBURS DBS OOBPFICIBKTS 

H(-i) 

pour la formation de V équation 9a et le calcul de la fonction 8(*j) 

près de la ligne des foyers 

,(m) 



Valeurs des H 



ip 





n = I 


n = 2 


n = 3 


n = 4 




H« 


I«0OO 


1,000 


1,000 


1,000 




H« 


— 1,000 


— 3,000 


— 6,000 


— 10,000 


p = o 


"0 


0,000 
0,000 


3,000 
0,000 


1 5,000 
— 1 5,000 . 


45.000 
— io5,ooo 




"!'' 


0,000 


0,000 


0,000 


io5,ooo 




»0 


0,000 


0,000 


0,000 


0,000 




"'. 


0,000 


0,000 


0,000 


0,000 




h; 


— 0,400 


— 0,285.71 


— 0,26667 


— 0.259.74 




ni 


1,200 


1,714-29 


2,466.67 


3.467.53 




hP 


— i,aoo 


— 4,285.71 


— 10,800 


— 22,987.01 


;)=i 


«<;> 


o,coo 


4.285.71 


25,000 


89,805.19 




Hi*> 


0,000 


0,000 


— 25,000 


-200.454.55 




u^' 


0,000 


0.000 


0,000 


200.454.55 




h(') 


0,000 


0,000 


0,000 


0,000 




"1 


. 0,000 


0,000 


0,000 


0,000 




lÙ 


0.00a. 285.7 


0,001.943.6 


— 0,000.682.42 


— 0,000.595. 12 




h; 


0,078.857 


0,035.957 


0,039.309 


0.039.386 




h;*^ 


- 0,507.43 


— 0,447 0} 


- 0.528 65 


— 0.660.79 


p = i 




1.285.71 
— 1,285.71 


2,113.70 
— 5,000 


3,58y.23 
— 15,195.29 


6,026.22 
- 34.r)99.:9 




Hr> 


0.000 


5,000 


3i,8i8.i8 


127. 117.26 




h:^ 


0,000 


0,000 


- 3i,8i8.i8 


-277,552.45 




•1.°' 


0,000 


0.000 


0,000 


277..552.45 


Il 


. \C 


0,000 


0,000 


0,000 


0,000 

1 
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T.VBLEAU m 

Valeurs db ~ — a la surface des ellipsoïdes allongés 

(Équation 9a, p. 373) 

Équahon non réduite, n = 1 . 



4- o3 
+ log 



a + t 



+ 



+ 0,5 



+ 


log 


4- « 


log 


4- 




+ 




-f 




+ 




+ 




-f 





a-f t 

t 

e 



1 + 046» 

1 4- 0,802 

— a,5— i,o02 

4- i,aO« 



— o.ooa.a85.7i4e* j 

— o,i55.4a8.6 6*1 
4- 0,005.714 2866*1 

- 0,802 4- 1,333.333 6' — o,3i5.4a8.6 6*1 

l(tw = 4 

- 0.888,8889.63 4- i,i4a.857 6*1 

J(m=:5) 

-o.685.,.4.3 e«J^^,, 
Équation non réduite, n = a. 



3 4- o,a85.7i4.36' 
9»o4-i,7i*a86 0* 

7,5-0.714.285.762 
-2 4-0.857.142.96* 



4-0,001.943.6356*1 
4- 0,069.970.85 6* 

-f 0,004.859.0876*1 
— 0,023.971.49 Ô*J. _ 

— 2.285714 0^4-1.333 33303 — 0,211.208.3 6*1 

J(m= 4 

-h 1,142.857 02 — 2,666.667034-1,334.629 0*1, 

J(m = 5 

-f 1,333.3.330* - 2,158.-30 oO 

J(m =6) 

+ ..0,5.8:3 e*](^^.j 



m 
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+ 0.5 

+ log^4i 



+ 
+ 
+ 
+ 

+ 
+ 



TABLE m (suUe) 
Équatio?! non réduits, n = 3 . 

6 + 0,366.666.76» + o,ooo.68a.4a3.86* 1 

+ 36 — 3.aoo.ooo 6* — 0,079 3oo.ao 6* 1 

— i5 —0,666.666.76* —0,001.706.060 6* 

— 10 4-0,355 555.66* — o.oa6.aa5.9a 6*1 

-f a.5— 4.aootK)o 6* -f 1.333.3336» — 0,178.558.9 6*1, ., 

4- 5,555.556 6* — 5,333.3336' + i,6o3.4îi ® J/^^ 

— a,aaa.aaa 6^ + 6,666.6676» — 4.6iaa:5 

— a,666,6676» 4- 5,a5a.5xi 



+ 0,5 
+ log 



2+« 



+.iog^4f 



+ 

+ 
4- 
4- 
4- 
4- 



— a,oao.aoa 

ÉqUATIO.'C RO."! RÉDUITB, H = 4- 

104- o,a59.74o.36* +0,000.595.130.96*1 

4-100+ 5,195.805 6* 4-0,079.367.43 6*J 

— a5— 0,649.350.66* —o,coi. 487.80a 6*1 

— 3o— o,3ii,i8a.3i0« — o,oa6.a.57.}3 6* 
4- 1^,5 _ 6.168 83i 6*+ 1,333.3336»— 0,149.609.0 6* 

—4,666.667+16,008.66 6*— 8.888.8896»+ 1.939-9^ 
— 15.a7a.73 6- + ao,ooo.oo<» 6»— 8,446,737 
5,090.909 6*— 18,666.67 6=*+i6,466.77 
4- 6,aaa.aaa6^— 14*489,51 
4.4.699.301 



(m=5) 

J(m=6) 

6*1 
J(m=7) 



(m=3) 



'*J(«=5) 
' J,m=6) 

*](.«-:) 

*Jm=8) 
J(m=9) 
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TABLE IV 

Valeurs des facteurs IIw.«, ^m,n 
(form. 33 ; p. 342 ET FORM. 4o, p. 343) 

POUR LB CALCUL DBS COBFFICIE?ITS a, p PAR LES ÉQ. 34 HT 4l 



I 


n = i 


n = 3 


n = r> 


H = 7 


n = 9 


Ilt.n 


0.333 333.3 


0,000.000.0 


0,000.000 


0,000.000.0 


0,000 000.0 


Ih.n 


0,200.000.0 


o,o57.xia.86 


0,000 000 


0,000.000.0 


0,000.000 


Ila.n 


o,i4a. 807,1 


o,o63.'|r)3 of) 


o,oii,r»4.i.oi 


0,000.000.0 


0,000.000 


ni.n 


O.III.III.I 


o,o6o.^)o().oG 


0,018.64802 


0,002.48*) 4o3 


0,000 000.0 


Oô.» 


non calculé 


o,o5:V9i4-o^J 


0.022.377.62 


0,00.5.265.323 


0,000.554.244 5 


116,1. 


» 


0,0.") 1.283.0.") 


0,024.132.73 


0,007.620.862 


0,001.451.593 


n7,n 


» 


non calculé 


non calculé 


0,009,435.353 


0.002. Î6 1.396 


lU.n 


» 


» 


» 


non calculé 


0,003.445.955 




?i = 2 


n--=4 


n = 6 


?i = 8 


n = 10 


^'l.n 


0, 133.333.3 


0,000.000 


0,000.000.0 


0,000 000. 


0.000 000.0 


^•2,n 


o.ii4.28r».7 


0,025.396.83 


0,000.000 


0,000 000.0 


0,000.000.0 


^\n 


o.ogô.aSS. 10 


o,o3i.632.o3 


o,oo5.328.oo5 


0,000.000 


0,000 0000 


^l'i.n 


0,080.808.08 


0,037.296.0'! 


0,009.946.123 


0,001.170 072 


0,000.000 


^I'5,n 


o,o*i9.93o.o7 


0,037. 29f).o4 


o,oi3.i63.3i 


0,002.771.223 


0,000 263.926 


^•5.n 


non calcule 


o,o36. 199 09 


0,01,"». 211.7a 


0,004.354.778 


0,000.757.352.^ 


1 ^\n 


» 


non calculé 


non calculé 


o.oo5.743.2.')8 


0,001.378382 




» 


» 


» 


non calculé 


0,002 o'42.o}7 
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